Questao 1

Como o cilindro gira sem deslizar, podemos imediatamente tomar a sua massa equivalente como 1,5 vezes a massa
do cilindro, para incorporar o efeito da inércia rotativa.

Podemos obter este resultado simplesmente igualando a energia cinética total do cilindro com a energia cinética de
transalagdo, observado que 0 R = &, e que Jy = I/ZmRz, para o cilindro. Desta maneira, nao é necessario
sequer considerar a forga de atrito na equacéo.

Quem preferir explicitar a for¢a de atrito, o que eu realmente nao recomendo, pode observar que:

i=0R
Job = Fu R
T
Jo&
1, F 1
Fat = EmR ﬁ _ Emm

0 que vai levar ao mesmo resultado. Desta forma, podemos escrever a equacao de equilibrio para a direcéo
horizontal do cilindro

k(y — z) — cx = ma,
ou, rearrumando

mz + cz + kxr = ky.

Lembrando que T e Yy séo funcdes do tempo, podemos tomar a transformada de Laplace dos dois lados da
equacgéo.

Lembrando que a Transformada de Laplace é linear, e que a fungdo de transferéncias é definida como a raz&o entre
as transformadas da saida e da entrada, para condigdes iniciais nulas, isto &, T'(s) = X(s) /Y (s), conforme
dado no formulario, podemos escrever diretamente

(s*m + sc+ k) X(s) = kY (s)

k
T(s) =
() ms? +cs+k

Estritamente, as duas ultimas linhas sdo o que € necessario para resolver o problema. Apenas por boniteza,
podemos colocar k em evidéncia no denominador,

1 B 1
%ser%erl w%sz—l—i—cs—lrl

n

T(s) =



Questao 2

Como estamos falando de um oscilador harménico linear, a resposta & a soma das respostas a cada excitagéo.
Como as forgas sao harménicas, podemos simplesmente usar o grafico dado para calcular o fator de amplificacéo
para cada forga. Vamos calcular a frequéncia natural em rad/s, para podermos calcular 7 = w / Wy, para cada forga.

In [1]: fn = 200 # Hz
wn = 2xpi*fn # rad/s
show(wn)

400 7

As razbes de frequécia séo entéo

In [2]: rl1 = 800/wn
r2z = 1250/wn
r3 = 2300/wn

show((rl, r2, r3))
2 25 23
w87’ 4w

Como vamos tirar valores do grafico, € melhor termos estas grandezas como nimeros reais.

In [3]: r1 = N(r1)
r2 = N(r2)
r3 = N(r3)

show((rl, r2, r3))
(0.636619772367581,0.994718394324346, 1.83028184555680)

Ops, percebemos que T2 € proximo de 1, o que indica que esta componente esta em ressonancia.

Entrando no grafico para cada um destes valores, tiramos os valores dos fatores de amplificag&@o correspondentes,
que sdo, aproximadamente

Para calcular o deslocamento correspondente & cada forga, precisamos calcular o d; para cada forca, mas para
isto precisamos da rigidez, que, infelizmente, ficou faltando. Obviamente eu tinha escolhido um valor para dar uma
deslocamento razoavel com estes valores de forgas, mas esqueci de colocar na prova. Vamos deixar o resultado em
funcdo da rigidez do sistema entdo.



In [5]: var('k")
F1 = 15000/k
F2 = 6000/k
F3 = 20000/k
X1 = M1*F1
X2 = M2*F2
X3 = M3*F3

show( (X1, X2, X3))
(24000.0000000000 42000.0000000000 8000.00000000000)

k ’ k ’ k

As respostas sao entdo

In [6]: var("t")

x1(t) = X1l*cos(800*t)
x2(t) = X2*cos(1250*t)
x3(t) = X3*cos(2300*t)

show(x1(t))
show(x2(t))
show(x3(t))

24000.0000000000 cos(800t)
k
42000.0000000000 cos(1250¢)
k
8000.00000000000 cos(2300¢)
k

Como as frequéncias séo diferentes, a resposta ndo & harménica! Em principio ndo podemos simplesmente somar
as amplitudes, pois elas ndo tem uma relagdo de fase constante.

Vamos ver o jeitdo da resposta, apenas para ilustragéo (n&o é necessario fazer isto na prova!!ll) Precisamos de uma
rigidez para termos valores numéricos, vamos arbitrar um valor razoavel.

In [7]: tau3 = 2*N(pi)/2300
show(tau3)
tf=30*tau3 # SO para garantir que da para ver o jeitdo

0.00273181969877373



In [8]: km = 20000
f1 = x1(k=km)
f2 = x2(k=km)
f3 = x3(k=km)
f = f1+f2+f3

plot(f, (t, @, tf))
Out[8]:

1
d.o .04 0 osU .08

Que parece bem mal comportada.

Mesmo ndo podendo somar as amplitudes diretamente, é claro que uma aproximacao razoavel de engenharia, que
erra (talvez) pelo lado da segurancga, é sim somar as amplitudes, poranto o deslocamento maximo (aproximado) é

In [9]: U= X1+ X2 + X3
show(U)

74000.0000000000
k

Questio 3



Para a situagdo mostrada na figura, considerando que a vibragao seja axial somente, temos que a solugao &,
conforme dado no formulario,

wx

u(z,t) = (A cos 22 4 Bsin ) (C coswt + Dsinwt),
c

Cc

da figura, podemos determinar as condigées de contorno. A mais facil € obviamente a da extremidade direita,
u(L, t) = 0, e, para a extremidade esquerda, podemos fazer o equilibrio de forcas para a massa M e escrever

P(t) = ku + mii,
onde P(t) ¢ a forga aplicada pela barra & massa concentrada, no caso,

- Ou
P(t) - EA%(OJ)’

assim, a condi¢&o de contorno é,

~Ou 0%u

A é a dreas, a barrinha é s6 para nao confundir com a constante A.



Aplicando a condigcéo de contorno da extremidade direita,

L L
u(L,t) = (Acos Y~ | Bsin w_) (Ccoswt + Dsinwt) = 0,
c c

Chegamos & concluséo que

L L
Acosw— +Bsinw— =0
c c

pois o outro termo n&o pode ser identicamente nulo. Para aplicar a outra condig¢do, precisamos das derivadas em
relacdo a posigcao e ao tempo.

@(m, t) = E(—Asinﬁ -I—BCOSE) (Ccoswt + Dsinwt),
Oz c c c

d*u
o2

Aplicando estas férmulas na express&o para a condi¢do de contorno, e tomando = (), ficamos com,

(z,t) = —w? (Acos YT | Bsin ﬂ) (Ccoswt + Dsinwt).
c c

EAZB (Ccoswt + Dsinwt) = kA (C coswt + Dsinwt) — mw? A (C coswt + Dsinwt),
c

eliminando o termo comum em £,

w

EA=B =FkA — mw’A,
c
EAYB— A (k —mw?),
c
ou
g gl )
FAw

Podemos colocar isto na condi¢cdo de contorno para a outra extremidade,

k—mw?) ¢
A cos wl +A( — ) sin wlL =0,
c FAw c

ou, colocando A em evidéncia,

E— 2
cos wl + ( e )csin wL =0,

c FAw c

ou ainda

(k — mw2) c wL
— tan = —1,
FAw c
e boa sorte para quem for resolver isto. (Para ser bem sincero ndo estou 100% gostando da cara desta formula,
quem encontrar algum erro me avise por favor!)




Questao 4

Vamos usar os subscritos ¢, b e m para nos referir ao cilindro, barra e massa na extremidade da barra,
respectivamente. Vamos usar as coordenadas e & como coordenadas generalizadas deste sistema com dois
graus de liberdade, como mostrado na figura abaixo.

Ty, Yb € T, Y S30 as coordenadas do centro de gravidade da barra e da massa na extremidade. Para encurtar
um pouco as expressdes, consideramos que a altura da massa na extremidade & desprezivel em relagéo ao
comprimento da barra, portanto seu centro de graviade dista [ do centro do cilindro, caso contrério, ficariamos
carregando um termo k. /2 em todas as férmulas ou teriamos que definir um outro comprimento, nenhuma das duas
opgdes ensina algo util.

Em primeiro lugar, podemos observar imediatamente que este sistema € semi-definido, pois ao movermos todo o
sistema horizontalmente como um corpo rigido, a energia potencial do sistema ndo muda! Devemos entdo encontrar
uma frequéncia natural nula.

Como o sistema s6 possui dois graus de liberdade e termos até aqui 6 coordenadas generalizadas, podemos
expressar quatro delas em fungéo das coordenadas e 0,

[

mb:wc+§sin9, ybzacosﬂ, Tm = T + 1sinf, 1y, =lcosb.

A maneira mais facil de encontrar as equagbes de movimento deste sistema € através das equagdes de Euler-
Lagrange, portanto temos que escrever expressdes para a energia cinética e potencial do sistema em func¢éo das
coordenadas generalizadas.

Como a energia € uma grandeza escalar, podemos escrever uma expressao para corpo e depois somar tudo
(separadamente para potencial € cinética é claro!)

Para o cilindro, temos

1 1 .

TC = Emci‘c + EJ(]BC.

6. é a velocidade de rotacdo do cilindro devido ao n&o deslizamento, é completamente independente da velocidade

de rotacdo da barra, @, e é dada pela condicéo de nao deslizamento como . = 8. R, e lembrando que o
momento de inércia de massa de um cilindro é 1/2mR2, ficamos com a energia cinética do cilindro igual a

13
c — §§mcwc.



A posicao vertical do centro de massa do cilindro ndo se altera, entdo sua energia potencial ndo se altera, podemos
toma-la entdo como uma constante qualquer, ja que s6 usamos a derivada da energia potencial (e cinética, a
proposito.)

V. = cte.

Para a barra vertical, temos um movimento de transla¢éo e rotagdo combinados, entédo a energia cinética total é a
soma da energia cinética associada a velocidade de translagéo do centro de massa, mais a energia associada a
rotacéo em torno do préprio centro de massa.

As componentes da velocidade do centro de massa sao

Ty = T, + écos 00
gy = —ésin@é

A magnitude da velocidade, ao quadrado (que € o que € necessario para a energia cinética) e

l N\ 2 l N\ 2

v = (9’:,3 — §C0899) + (Esinﬂﬂ) ,
2 .9 l . ' l2 2 -2 l2 .9 :2
v, :azc+2§wcc0599+zcos 06 +Zsm 66,

. 2 .
v = i+ 2%:1':c cos 00 + 192,

e a energia cinética devida a translagéo do centro de gravidade é

1 1 , L. RN
§mb”z2) =5 (mg —|—2§$c cos 60 + 16’ ) ,

A energia cinética devida a rotagéo em torno do centro de gravidade é

1 _ -2 1myl? -2
Ml =539

e somando as duas temos a energia cinética total da barra,

1 .9 l . S A R SR
Tb—Emb (mc—|—2§&?ccosa\9—l—19 —I—Eg y
1 A
T, = 5 (a:i + lz. cos 66 —|—§9 ) :

A energia potencial da barra €

1

!
Vo = mpg (5 — 5 cos 9) = mbg§(1 —cos ).



Para a massa na extremidade, o procedimento € praticamente o mesmo, e mais, podemos notar que a velocidade
angular € a mesma, 6. A unica diferenga & que o comprimento da massa, neste caso, é [,,,, que deve ser usado
para calcular seu momento de inércia de massa, enquanto que a distancia do centro de massa ao centro de rotagéo
é [, assim, a energia cinética de translag&o &

1 1 . .9
?mmv?n = Emm (9:3 + 21z, cos 66 + 126 ) :

e energia cinética de rotagéo é

]. ‘2 ]_ m'?n'2
Ly _1m l ’
2 2 12

e somando as duas temos a energia cinética total da barra,

1 .9 _ - Y
Tmzamm &, + 2l&, cos 66 + 16 +E9 ,

T, —lm @2 4+ 2L, cos 06 + lz—i—& 92
m_2 ™ c c 12 .

A energia portencia &, analogamente,

Vin =my,g (1 —lcos€) = mygl (1 — cosb).

Assim, podemos computar as energias cinética e potencial totais para o sistema,

e, explicitando,
2

113 .. : ],

[
V =cte + mbg§(1 —c0s ) + mugl (1 — cosh).

Com esta duas belezinhas podemos empregar diretamente as equacdes de EL, que sao

d or or oV

@ oq, g  Og “

comq; =z, g2 = e Q; = 0, pois ndo ha forgas n&o conservativas agindo.



Calculando,

1 . .
=3 [Smci‘c + myl, + mpl cos 00 + 2m,, &, + 2m,,[ cos 99}

ar 1 , .
5. " 2 [(Smc + mpl + 2myy, )& + (my + 2myy, )l cos 99}
dor 1
dt 0z, 2

[(3mC + myl + 2mun )& + (my, + 2my, ) (—1sin 00 + 1 cos 99)} :

Esta equac&o € claramente n&o linear, e s terei esperancga em resolvé-la se considerarmos 8 — 0, com
consequéncias sin @ — 0, e cos@ — 1, assim,

dor 1
dt 0z, 2

[(Smc + mpl + 2my,) &, + l(my, + me)é] .

Temos também que

oT
=0
oz, ’
e
ov
=0.
oz,
Para 9
oT 202 . 21 -
—— = || tmpzecos®+mp—~0 | + | 2lmpmaecosO + 2my, |12+ 2| 6
o6 2 3 12
or 1 . 20 s 2T
—9_ =3 [(mb + 2my, Iz, cos 0 + (mbT + 2myy, {l + ﬁ ) 9}
doT 1 B} Y 21 [ BTN
E% =3 !(mb + 2mp))(1Z. cos 8 — lz. sin00) + (mbT + 2mm -l + E]) 9]

Que & uma bela equagdo, que novamente temos que linearizar ou ndo vamos para a frente, assim, ficamos com

dor 1 . 2 o 2N



Temos ainda que

oT 1 . .
=3 [lmbrbc sin 60 — 20m,, &, sin 99] ,
% = —%[mb + 2lm,, | L, sin 06,
mas quando linearizamos este termo desaparece, e
[
%_Ig = mbgasint? + mygl sin 6,

que linearizamos para

%—g:lg(% -I-mm) ,

Montando a equagao completa para cada coordenada generalizada, ficamos com

% [(3mc + mpl + 2myy, )&, + U(my + 2mm)é} =0

$$\frac{1K2} (m_b +2m_m)) Nddot x_c + \frac{1{2}\left( m_b\frac{21*2}{3} + 2m_m\left[I*2+\frac{l_m"2}
{12}\right]\right)\ddot\theta

+ L g\left(\frac{m_b}{2} +m _b \right)\theta $$

que pode ser posta na forma matricial,

1 [ Bme +mpl + 2my,) l(mp + 2mp,) #, 0 0 z, 0
5[ 1(my + 2m,) my 2L+ 2my, [z2+%ﬂ !9} T [0 lg(%-l—mm)} [9] B [
Vamos definir novas variaveis para diminuir o tamanho,

2 12
myy = (3me + mpl + 2my,) My = moy = l(my + 2m,,) Moy = mb? + 2m,, {lz + %] :

koo = lg (% +mm),

i I P T R

Ficamos com,



Admimitindo que as respostas tenham a mesma frequéncia e sejam em fase

2(t) = {g] coswt,

2 melLo)eset [o ] [6] st =13]
—we = coswt + coswt =
2 m91 Mmoo @ 0 kzg (") 0

!—m11w2/2 —miaw? /2 ] !X] B !0]
—m21w2/2 kgg — m22w2/2 e 0

ficamos com

que é um sistema homogéneo que para ter solu¢do nao trivial precisa que seu determinante seja nao nulo, isto €,

51 2
ko — mgsw? —myqw? (ml?w )
2 2 4

—kggm11w2 + 1 m22w4 — m%zw‘l

4

—0,
2\ 4 2
(m11m22 — mlg) w' — kpmnw’ =0,

w? [(mung — m%) w® — k22m11] =0,

De onde, claramente, w? = O e

kaamyy

W= -~
miimaz — Mo,

Eu n&o morro de paix&o por esta formula também, poque diz que ha uma combinagéo de fatores para o qual a
frequéncia natural € infinita, o que corresponderia a um sistema rigido, o que eu n&o vejo muito como pode
acontecer...



