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Questao 1

Claramente esta é uma questéo na qual temos um sistema continuo, unidimensional, em vibragdo axial, com
uma extremidade livre e uma engastada. Do formulério, sabemos que os modos normais para esta situagao sao
dados por

(2n + 1)mx

un(x) = Cp sin 57

Para o terceiro modo, temos n = 2, e a férmula torna-se,

)
us (ZII) = 03 sin 2le

E claro que a amplitude de vibragao é dada por C53.

E dado no enunciado que a tensao de ruptura do vidro é 33MPa, com isto podemos calcular a deformagéo
méxima admissivel, j& que para um sistema unidimensional em tracdo, 0 = Fe e € = du/dx. Assim,

In [1]: E = 70e9 # Pa
smax = 33e6 # Pa
emax = smax/E
emax

Out[1l]: 0.0004714285714285714

Para o terceiro modo, a derivada do deslocamento em relagéo a posigao é

du c 5T 5T
— = (3 —-C08s ——
de P2l T2
cujo valor maximo é claro que é
du ., o
%max - 3 g '

Igualando este valor a maxima deformagao admissivel, temos

In [2]: from math import pi

1 =1.5 #m
C3 = 2*1*emax/(5*pi)
C3

Out[2]: 9.003622494912937e-05



Esta questao é ridiculamente trivial para valer quatro pontos. Apenas para ilustrar (ndo era necessario fazer isto
na prova,) vamos ver um grafico da resposta.

In [3]: import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

%smatplotlib inline

np.linspace(0, 1, 1001)
C3*np.sin(5*pi*x/(2*1))

X
u

fig = plt.figure()
ax = fig.add subplot(11l1l)
ax.plot(x, u)

Out[3]: [<matplotlib.lines.Line2D at Ox7fcfd7095b38>]
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A barra pode romper-se na extremidade esquerda ou em qualquer um dos outros nds (pontos com
deslocamento nulo.)

Questao 2

Para uma viga bi-apoiada, a tabela no formulario mostra que o primeiro modo de vibracéao é dado por

Wi(z) = Cysin Bz,

com 1l = 7, assim
Wi(z) = Csin W—;C

Vamos considerar como coordenada generalizada equivalente o deslocamento no centro da viga. Chamando

este deslocamento de w,, , temos que
7l

Wi (EZ) ::1UWL::(7lsLn-§i,

portanto w,,, = C1 e o deslocamento da viga em fungdo do deslocamento maximo, em seu centro, &
. TX
Wi (z) = wy, sin —.

l



A hipétese fundamental € que o deslocamento em todos os pontos ao longo da viga é harménico e em fase. A
energia cinética total da viga é a integral da energia cinética de cada elemento de comprimento dz,

l
T:/ dT,
0

1
dT = §dm'u';(az)2,

com

onde dm é o elemento de massa ao longo do comprimento, dado por dm = pAda:, onde A é a segdo
transversal da viga.

Um modo normal da viga tem a forma w(:c, t) = W(w) sin(wt), onde o sin esta sendo usado para
representar uma fungdo harmdnica arbitraria, que depende das condigbes iniciais, mas com frequéncia w. A
velocidade transversal é entéo 'Lb(z, t) = wW(z) cos(wt). E claro entdo que a velocidade maxima em
cada ponto € u')(w)m = wW(x) A energia cinética de um elemento torna-se entéo,

1
dT’ = EpAw2W(:L')2dw.

A energia cinética total da viga é entéao

l
T= %pAw2/ W(z)*dz.
0

Observe que esta expressao é valida para qualque forma de vibragao da viga, nao precisa ser um modo normal.

Para o primeiro modo normal, no entanto, temos
1 ! T 1 z  sin(rz/l) cos(ma /1)
T:_A2 2-2_d :—A22——
2p w /mesm 7 T 2p w Wiy, 5 3l 0,
l

5)

1
T = EpAw2w$n

mas, claramente, pAl = m, portanto

2

w w2,

T = m
2

N~

Admitindo uma massa concentrada no centro, vibrando com mesma frequéncia e amplitude maxima, temos a
energia cinética igual a

1
T = §meqw2w72n.

Comparando as expressdes, é claro que a massa equivalente calculada com o primeiro modo é
m

meq - ?.

O deslocamento estatico no centro da viga é dado por

I\ P (32 B\ P2
Y\3) " 1TET\7 1) 28ET " Y™




Podemos reescrever isto como

PP
Wm = 190FT 2°
ou,
P 2w,
12EI  [2

Assim podemos reescrever o deslocamento devido a uma carga concentrada como
2
y(z) = 2wy, (317 2
[2 4

Esta expressao s6 vale para 0 < z < l/2, portanto temos que dividir a integral e usar a simetria.

Podemos entéo usar esta expressdo como o deslocamento na férmula para a energia cinética, entéo,

1 V2 g, (312 ?
T = EPAW22/ 2m (3— — :132) dx,
0

14 4
ou )
1, 4w? V232
ou
1 qw?, 9° 1 181
T=_pA2"" " — —pA’w?, —
g PAW ST g T PV UmTg
mas, novamente, m = pAl, e entéo,
1, ., 18
T = —ww;m



Comparando com a energia cinética da massa equivalente, vemos que a massa equivalente neste caso é
1.8m. O que absolutamente ndo faz o menor sentido, a massa equivalente, neste contexto, nao pode ser maior
do que a massa total da viga. O problema estd na férmula para a deflexdo usada, que obviamente ndo pode
estar certa, pois a deflexdo em & = 0 nao é zero. Entdo a comparacdo com a férmula correta ndo faz sentido,
mas, obviamente, o procedimento acima deveria ter sido seguido de qualquer forma.

Para sua informagao, a férmula correta é
() Pz (37
)= —=| ——=
Y 12ET \ 4 :

(percebam que tem um x do lado de fora dos parénteses.) Entao refazendo, para deixar registrado,

(\_ PL(3E B\_ PP
Y\2) " 2qEr\ 7 1) eI U™

Entao
P Adw,
12EI B’
e o0 deslocamento torna-se,
dwpz (312 9
o) = 252 (5 e

A energia cinética é entao,

1 16w2, [V (3P ?
= gravegt | 9”2(3?_”’2) @
0

ou

16w?, 341"

1 5 o, 544
16 1120 2

1
pAlw W50 = Emw2w$n0.486.

1

Comparando este valor com a energia cinética da massa equivalente, temos que

Meq = 0.486m.

Claramente, o erro percentual em considerar a férmula para o deslocamento estatico é pequeno, sendo igual a

In [4]: err = (0.5-0.486)/0.5*100
err

Out[4]: 2.8000000000000025

Sendo da ordem de 3% apenas! Por isto que nés fazemos isto.

Questao 3



Deve ser feito um esquema como o mostrado abaixo,

Onde o importante é mostrar que do lado esquerdo o deslocamento é nulo e a derivada é nao nula, e do lado
direito o deslocamento e a derivada s&o nao nulo

In [ 1:



