2016.2-Exame_final

Questao 1

A Vamos considerar, é claro, pequenos deslocamentos e rotagdes, e
N o para simplificar, considerar que as massas estdo concentradas nas
\ extremidades das das hastes do péndulo. Na figura estdo marcados
» os pesos de cada corpo, que sao os responsaveis pela energia

@ potencial, ou, em outras palavras, pela "rigidez" do sistema.

Y De acordo com o enunciado, precisamos igualar a energia cinética
q \Maxima com a energia poténcia maxima, considerando é claro
movimento harménico, 8(t) = © cos wt.

A energia cinética total é a soma das energias cinéticas de todos os
corpos, T' = T, + T}, + Ty E claro que

T, = %ml (01T, = %ml (015)%. A emergia cinética do brago pode ser
calculada de varias maneiras. A mais facil me parece ser somar a energia cinética da

translagéo do centro de massa com a energia cinética de rotagdo da barra, isto é

. )
T, = %mb(69)2 + %JbO ,onde e é a distancia do centro de gravidade da barra ao

ponto de apoio e J; é o momento de inércia de massa da barra em relagdo ao centro de
gravidade.

.2
A energia cinética total é entdo T' = %0 {mll% + m2l§ + mpe? + Jb}. A energia
cinética maxima é Tiax = 5 (Ow)? {m1 12 + mal2 + mpe® + J, }.

A energia potencial maxima, para uma rotagéo 6, é dada pelo aumento da energia
potencial devido a elevagao da massa m» e do centro de massa da barra, menos a
deducdo devida ao abaixamento da massa m . A figura ao lado ajuda a calcular a
variacdo da energia potencial. Suponha que o comprimento da barra seja [ e que haja
uma massa concentrada m em sua extremidade, e que a barra gira de um angulo 6,
pequeno é claro.

A extremidade da barra percorre um arco de circulo de comprimento [0, mas, com 0 é
pequeno, podemos aproximar o arco de circulo por uma lilnha reta. Fica claro entao que
a extremidade da barra eleva-se de uma altura igual a [6 sin 6, mas como 6 é pequeno,

sin @ =~ 6, entao Ah = 16>

A variacao da enegia potencial para uma massa na extremidade da barra é entao
mgl02. Vamos aplicar isto a ambas as massas e ao centro de gravidade da barra. A



energia potencial para o sistema completo € entao
U= —mi1glh16? + magla6? + mygeb>. A energia potencial maxima é
entdo Upax = ©% (—mygly + magly + myge).

Igualando as energias maximas,

1
§w2 {mi 3 + myl2 + mye? + I} = —magly + magls + muge,

ou

Y (29(—m1l1 + maly + mye) ) 2
mllf + mzlg + mype? + Jp, ’

Podemos entao colocar os valores numéricos,

lb=11+12

Precisamos calcular também e e Jj,. O comprimento total dabarraél =1; + [y ea
distancia do centro de massa a uma extremidade ¢ igual a (I; + l5) /2. A distancia e é

entao (ll + l2)/2 -1l = (lz — ll)/2.

O momento de inércia da barra em relagdo ao seu centro de massa é J;, = mblg/12.

e = (12-11)/2
Jb = mbx1b?2/12.0
show( (e, Jb))

(0.0750000000000000, 0.0306250000000000)

num=2*xgx (—-m1l*xLl1+m2*12+mb*e)
den=m1*11722 + m2x12+ mb*e”2 + Jb
wn = sqrt(num/den)

show (wn)

4.68754671127698

A frequéncia natural e o periodo sao entao



fn = wn/(2*N(pi))
taun = 1/fn
show( (taun, fn))

(1.34039950835347, 0.746046230073888)

Questao 2

Como a frequéncia fundamental de vibragao transversal € muito menor do que a
frequéncia natural de vibracao longitudinal, vamos nos preocupar apenas com a
vibragao transversal. De acordo com a tabela dada no formulario, que vale tanto para
vibragao transversal de fios, vibragao longitudinal de barras e vibragdo em tor¢céao de
eixos, que para um fio com as duas extremidades fixas, a frequéncias naturais sao
dadas por

Wp = —; n=12,3,...

onde ¢, para um fio em tragdo em vibragao transversal é dado por (também do
formuldrio ¢ = 1/ P/p, e p é a densidade linear do fio.

A densidade linear do fio pode ser calculada como p = Ap,, onde A é a area da segdo
transversal e p,, é a densidade volumétrica, que é dada no enunciado. Obviamente, a
frequéncia natural cresce com o aumento da tragao no fio, e esta vai ser limitada pelo
limite de escoamento do fio. Usando um fator de seguranga f, a forga maxima
admissivel serd entdo Pp.x = ayA/f.

No caso entao,

d = 0.00005

A = N(pi)*d”r2/4
f=2.0

sy = 660e6

Pmax = sy*A/f
show( (Pmax, A))

(0.647953484802895, 1.96349540849362 x 10™?)

A densidade linear e a velocidade do som no fio sdo

rhov = 7700
rho = Axrhov
c = sqrt(Pmax/rho)



show(c)

207.019667802706

A frequéncia fundamental correspondente é entao

1 = 0.030

wl = N(pi)*c/1
f1 = wl/(N(pi)*2)
show((fl, wl))

(3450.32779671177,21679.0489172527)

Aproximadamente 3,45 kilohertz.

Questao 3

Vamos como sempre considerar
2 kX pequenos deslocamentos e rotagoes.
(obs: acabei de ver que esqueci de
colocar a reagao vertical no pino, que é
igual ao peso; como vamos tomar o
equilibrio de momentos em relagdo ao
pino, isto nao causa problema na
resolucao).

Vamos tomar como coordenadas
generalizadas x e 6. As equacdes de
movimento sdo entéo, Y . F,, = ma,

mg

mix,. = —2kz,

onde x. € a posi¢ao horizontal do centro de gravidade, e Z My = Jy0,

—mxc§ — mgasmﬁ = Jyb = (ch —I—mz) 0,

onde 0 é o pino da barra, e usamos o teorema dos eixos paralelos no lado direito da
equagao.

Claramente, . = x + %9. e, para pequenos angulos, sin § ~ 6, entdo temos,



[ ..
m(ié+§9)+2kx:0

N ! 2. .
m(Z + 50)5 —|—mg§9+ mZO + Jegf = 0.

Reorganizando as equagdes,

[ ..
m:ié—!—m§9 + 2kxz = 0,

l"+ lzé+ le+ l2é+Jé—0
mzaz m4 m92 m4 et = 0.

que pode ser mais rearrumando na forma de um sistema de equagdes,
mdi—l—méé—l—2kw:0
{ mii+ (mL 4 Jg)d +mglo=0
Para uma barra homogénea de se¢ao constante, ch = ml2/12, entdo
ma'é+m%é+2kx =0
{ mii + (m% + m%)@ +mg<0 =0
ou
m# +mif + 2kz =0
{m%fzﬂrmi—l;é +mg%0: 0

Percebam que na equagao de momentos, a massa € irrelevante, como para um péndulo
simples! Temos entao

{m:}i+mlé+2km0

l - 2 5 gl n

Percebam que o sistema tem acoplamento dinamico, mas nao tem acoplamento
elastico! Na forma matricial, e eliminando um [ da segunda equacéo, temos



m ml x N 2k 0 z| |0
1/2 71/12] | 6 0 g/2]l6] |o]°
Nesta ultima equag¢ao também podemos eliminar a constante 1/2.
el L) Lo o) [o] = Lol
1 71/6] |6 0 glle] |o]
Supondo que as solugdes sejam harménicas e em fase, CI}(t) = X coswt + ¢, e
6(t) = O coswt + ¢, ficamos com

<[ [+ [5 o8] =L
il 8- [2)

Que representa um sistema homogéneo, que tem solugao nao trivial apenas quando o
determinante do sistema é nulo,

ou

(2k — w?m)(g — W?71/6) — w? (w*ml) = 0,
ou
2kg — 14kw?’1/6 — w?*mg + Tw ml/6 — w*ml = 0,
out
w'ml/6 — w?(mg + 71/6) + 2kg,
que € uma equacao biquadratica cujas raizes sao

2 (mg + 71/6) £ /(mg + 71/6)? — 4(ml/6)(2kg)
b2 ml/3

N&o d& para simplificar isto a menos que exista uma relagéo entre k, m, [ ou g. S6 para
deixar o ultimo termo do discriminante mais bonitinho,

,  (mg+7l/6)+ v/ (mg+ 71/6)? — 4mlkg/3)
Y2 T ml/3

Os modos normais podem ser calculados a partir do sistema de equagdes, substituindo



w% e w% na primeira ou na segunda equacéao do sistema,

xW el 2k - wim

_ A2
TTXO T X0 T T
e
o Xy e 2k — wim
x® X0 w2ml
Questao 4

Este é claramente um problema de vibragcéo forcada com deslocamento da base. O
movimento da base é dado em termos da aceleragao, como é tipico em aplicagdes
sismicas, mas a formula que temos no formulario é aplicavel para um deslocamento
harménico dado. Felizmente, como a aceleragéo é harménica, Z(t) = Asinwt, o
deslocamento pode ser calculado facilmente, integrando duas vezes a eceleragao e
admitindo as condig¢des iniciais nulas para o deslocamento e velocidade, o que é muito
razoavel ja que estamos interessados apenas no regime permanente.

O deslocamento da base é entao

A
z(t) = ——sinwt,
2
w
e, como estamos interessados no regime permanente e a funcao é harmaonica, podemos
considerar

A
z(t) = — sinwt.
w

Para calcular a resposta, vamos precisar do amortecimento, e vamos usar a formula do
decremento logaritmico para calcular a razao de amortecimento.

Do formulario,

1 I1
0= —In
n Ln+1
n = 100.0
x1l = 1.0
Xn = 0.2

delta = 1/nxln(x1/xn)



show(delta)

0.0160943791243410

Do formulérios, = 2w(/+4/1 — (2, ou
¢ 62
42 4 (2

zeta = sqrt(delta”2/(4*N(pi)~2+delta’r2))
show(zeta)

no caso,

0.00256149159031305

Como ( é tdo pequeno, poderiamos ter usado a férmula simplificada, { = §/(2m),

show(delta/(2.0%xN(pi)))

0.00256149999363388

Percebam que a diferenca é completamente desprezivel em termos de engenharia. Para
o sistema dado, temos que

k 0.1le6

m 2000

wn = sqrt(k/m)
show (wn)

7.07106781186548

A frequéncia de excitagao é dada no enunciado, entdo a razao de frequéncias é

w = 25
r = w/wn
show(r)

3.53553390593274

Como esta razao é bem alta, esperamos uma ampplitude de vibragao baixa. A amplitude



do deslocamento da base é A/w2, onde A é a amplitude da acelerag&o.

A = 0.100
X = A/wh2
show (X)

0.000160000000000000

A transmissibilidade de deslocamento é dada por

=

1+ (2¢r)? 2

=T ee @y

1.0+ (2*xzeta*xr)/2
(1.0-r22)72 + (2*xzetaxr)/2
Td = sqrt(num/den)

show(Td)

0.0869706762623757

A amplitude de deslocamento e entao

Y = X*Td
show(Y)

0.0000139153082019801

0 angulo de fase é dado por

2(r
12’

entao, no caso,

phi = (2.0xzetax*r)/(1.0-r"2)
show (phi)

—0.00157499832475015

A férmula do deslocamento é, portanto,

y(t) = 1.39 x 10 % sin(25¢t — 1.57 x 107°).






