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Vibracoes Mecanicas

Questao 1)

Numero de graus de liberdade

Como as duas barras tem movimento no plano, e sao corpos rigidos com inércia
rotativa, cada uma tem trés graus de liberdade. O sistema portanto tem 6 graus de
liberdade.

Quaisquer 6 coordenadas generalizadas independentes podem ser usadas, no
entanto, a melhor escolha é a mais natural, aquela na qual a matriz de massa é
completamente desacoplada. Vamos tomar, para cada barra, os deslocalmentos
horizontal e vertical do centro de massa, bem como o angulo de rotagdo da barra em
relacao a posicao horizontal, conforme mostrado na figura.

Esta escolha de coordenadas deve-se ao %vl

fato de que uma aceleragcao em qualquer te<

uma das coordenadas escolhidas néao —AMA s sl AW\
causa nenhuma aceleragdao em relagao as ? vh \ i ?
outras. s

Vamos ordenar os graus de liberdade

desta forma: (ug,v1, 61, us2,vs,6s), onde % |

01 e 65 representam os angulos de rotagao MR

mostrados na figuras com t; e ts.

Matriz de massa

A matriz de massa é obtida diretamente, por inspecao:

%hide
(m 0 0 0 0 0]
O m 0 0 0 O
0 0 J, 0 0 0
0o 0 0 m 0 0
o 0 O 0 m O
(0 0 0 0 0 Jg

Apenas para enfeitar, podemos reescrevé-la como



%hide

1 0 0 00 0
01 0 00 0
0 0 12/12 0 0 0

oo o 1 0 0
00 0 01 0
00 0 0 0 *F/12]

Matriz de rigidez

Vamos usar o método dos coeficientes de influéncia para calcular a matrix de
rigidez. Em primeiro lugar, vamos lembrar que um deslocamento transversal na
extremidade de uma mola nao causa esfor¢cos na mesma, pois o aumento de
comprimento é desprezivel. Lembremos também que precisamos aplicar um
deslocamento unitario na dire¢do generalizada de um grau de liberdade 7,
mantendo todos os outros graus de liberdade fixos. A forga necessaria na direcao do
grau de liberdade ¢ para manter esta configuragdo em equilibrio é o coeficiente de
rigidez k;;.

Examinando a figura, rapidamente podemos perceber que, dado um deslocamento
unitario na diregdo de 11, mantendo os outros constantes, apenas aparece uma
forca horizontal igual a —2k, na direcéo de 141, e nenhum outro grau de liberdade é
afetado. A equacgdo de movimento para u; é completamente desacoplada das outras,

e ky, u, = 2k.
Analogamente, ky, ,, = 2k.

Todos os outros coeficientes de influéncia que incluem os graus de liberade u; e u»
sao nulos.

Aplicando um deslocamento unitario vertical na barra superior, isto é, fazendo

v1 = 1, mantendo todos os outros nulos, aparece, na dire¢édo vertical, uma forca
igual a —3k na barra superior e uma forga igual a 2k na barra inferior. Como as
forcas sao iguais nas duas extremidades da barra e em diregdes opostas, 0 momento
é nulo. Assim: ky, o, = 3k, ky, v,——2k, kv, v, = —2k, por simetria.

Procedendo aanalogamente para a barra inferior, obtemos k,, ,, = 3k.

Voltando para a barra superior. Uma rotagao unitaria no sentido antihorario, faz com
que a extremidade direita da barra eleve-se de [/26; = [/2, ja que os deslocamentos
sao pequenos, enquato a extremidade esquerda desce do mesmo valor. Como a
barra inferior ndo se move, em cada extremidade da barra aparece a forga kl,
apontando é claro em direcOes opostas. Como as forgas sao iguais, paralelas e em

sentidos opostos, formam um binério de valor —kl?. Assim, é claro que ko, 6, = kl?.

As reacoOes destas forcas agem sobre a barra inferior, é claro, com a direcao

invertida, produzindo portanto um binario de valor kl?, portanto,
2
k91,92 - k92,91 = —kl*.

Com o mesmo raciocinio aplicado a barra inferior, kg, g9, = k2.



Todos os outros coeficientes de influéncia sao nulos, e a matriz de rigidez é portanto

%hide
2k 0 0O 0 0 0 ]
0 3k 0 0 -2k 0
0 0 kI? 0 0 —kl?
0 0 0 2 0 0
0 -2 0 0 3k 0
[0 0 —k* 0 0  kI*|

Esta matriz tem muitas curiosidades, como o fato da submatriz associada as
rotacoes ser singular! Isto tem um significao importante, pensem sobre isto.

Questao 2)

Equacoes de movimento

Claramente este é um problema com dois graus de liberdade. Dentre as varias
possibilidades, vou usar como coordenadas generalizadas a rotagao barra em
relacdo a vertical, no sentido antihorario, e o deslocamento horizontal do bloco B,
em relagdo a posicao de equilibrio.

k1

—‘.‘.0 '," .'ll ~ F

L ‘:l“ Vamos usar o diagrama a seguir para escrever as equacoes de
movimento, usando as leis de Newton e suas consequéncias.

4 ,,r§] Vamos supor, para facilitar, que y seja maior do que .

Cuidado que na figura ao lado as duas molas estdo como k1, a
figura estd errada. k; é a mola inferior, ky a de cima.

]

Vamos ver um diagrama dos deslocamentos que importam no
problema. Perceba que para pequenos angulos, yo = 10, e

. Da figura é 6bvio que o aumento de comprimento da
~mola 1 é [0/2, enquanto que o da mola 2 ¢ I6 — x.

Vamod supor que o aumento de Y € maior do que T,
' € a mesma coisa para as suas derivadas temporais.

Assim, as forca na barra agem para a direita,
enquanto que na mass, agem para a esquerda.
Fazendo o somatorio de forgas para o bloco B, temos:

mpi = ko (10 — z) + (16 — &)
Ou, rearrumando,

mpZ + cx — clf + kox — kol0 =0




Vamos fazer somatorio de momentos da barra em
relacao ao pivot,

J,0 = —k1(1/2)%0 — kol(10 — ) — cl(16 — &)

Podemos reescrever como,
. . 1
Jp0 + cl*0 — cl*z + Zk1l20 + kol?0 — kplPz =0

Podemos colocar as duas equagoes diferenciais ordinarias com um sistema de EDOs,
na forma matricial

%hide
my 0 l + ¢ —cl l + ko —kol |  [F()
0 Jp] 10 —c? d? | [0 —kol* (ky/A+ko)I?| |6] | O

O sistema mostrado acima nao tem as matrizes de rigidez e amortecimento
simétricas, mas isto é facilmente resolvivel dividindo a sequnda equacé&o por [, o que
leva ao sistema mostrado a seguir. Isto ndao é estritamente necessdrio para a solugdo
do problema! S6 fago isto por preciosismo.

%shide
my 0 T I c| |z + ka —kol T
0  J,/l] |0 —cl | |6 —kal  (ky/4+ ko)l| |6

O momento de inércia de uma barra em relacio a extremidade é ml? /3, como
deduzimos eu sala de aula, ou pelo teorema dos eixos paralelos. Nao esta dado na
prova, ninguém perguntou, entao acho que todo mundo sabe disto. Vamos colocar
isto no sistema acima s6 para remover uma variavel desnecessaria.

Il
| — |
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~
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%hide
m, 0 |[i ¢ —d] [ koo kol 2] [F()
0 mi/3| 6| "=t o ||6] T |=kal (ka/a+ka)t| 0] T | O

Percebam outra coisa, que também ndo é necessaria para a solugao, e que eu nao

vou usar para nada, apenas para ilustragao. Como o deslocamento da extremidade
da barra, ¥yo, é igual a lf, podemos colocar em evidéncia o [ que aparece em todos
os coeficientes da segunda equacao, ficando com

%hide

my 0O T c —c| |z ko —kol x| [F(t)
[0 m/J Lﬂ'+{—c c] LJ'+{—kﬂ (m/4+ng LJ[ 0}



Que obviamente é igual a

%hide
my 0 T K —cl| |z 4 ko —kal x| |F(t)
0 m/3| | —c ¢ 2 —kol (kyfA+ko)l| |y2| | O

Que sao as equacgOes do sistema para as variaveis & e Y3, obviamente. Qualquer par
de coordenadas generalizadas é aceitdvel, mas vamos resolver em fungéo de x e 6.

Matriz de impedancia mecanica

Como este é um problema de vibracao forcada, é mais facil resolvé-lo usando a
matriz de impedancia mecanica. Conforme dado no formulario,

Z (zw) = —w2mrs + twe,s + ks, mas vamos fazer as operacdes todas na forma
matricial para ficar mais bonito.

mb =3

m=4

c = 240

1=1

kl = leb

k2 = 0.33e6

M = matrix([[mb, 0], [0, m*1/3]1])

C = matrix([[-c, -c*1], [-c*1, c*11])

K = matrix([[k2, -k2*1]1, [-k2*1, (kl/4+k2)*11])
show(M, C, K)

3 0 —240 —240 330000.000000000 —330000.000000000
—240 240 —330000.000000000 580000.000000000,

A frequéncia de excitagdo é 65Hz, em radianos por segundo
omega = N(65*2*pi)
show(omega)

408.407044966673

A matriz de impedancia mecanica pode ser escrita diretamente como
Z(iw) = K — w*M + iwC, onde K, C e M sio as matrizes de rigidez,
amortecimento e massa do sistema. No nosso caso temos.



Z = K - omega™2*M + CDF(I)*omega*C
show(Z)

—170388.943135 — 98017.690792¢ —330000.0 — 98017.690792¢
—330000.0 — 98017.690792¢: 357604.914162 + 98017.690792¢

Calculo de deslocamentos

A magnitude da forca no bloco B é 1750N, portanto o vetor de focas externas
aplicadas é

FO = matrix([1750, 0]).T
show(FO)

1750
0
A inversa da matriz de impedancia mecanica é

Zinv = Z.inverse()
show(Zinv)

(—1.80094871397 x 107% 1 7.41567929217 x 107977 —1.68623511472
—1.68623511472 x 107 4+ 6.52881001616 x 10775  1.02296339776

Multiplicando pelo vetor de forcas externas temos os deslocamentos, e fases, ja que
estamos trabalhando com nimeros complexos, do sistema.

X Zinv*F0

X = X[0][0]
theta = X[1][0]
show(x)
show(theta)

—0.00315166024945 + 0.00129774387613¢
—0.00295091145076 4 0.001142541752831

A magnitude e a fase (em radianos e em graus!) de do deslocamento do bloco sao
portanto



show(x.abs())
show(x.arg())
show(x.arg()*180/N(pi))

0.00340838693461
2.75098522452
157.619842868

Isto é, mais ou menos 3,4 milimetros e 158 graus.

Fazendo a mesma coisa para a rotagao da barra,

show(theta.abs())
show(theta.abs()*180/N(pi))
show(theta.arg())
show(theta.arg()*180/N(pi))

0.00316437672334
0.181305431037
2.7721843023
158.834460554

Isto é, mais ou menos uns 0,18 graus, defasada de 159 graus.
Observacao:

Como eu sempre digo em aula, computacionalmente, calcular a inversa e multiplicar
pelo vetor é muito ruim, apesar de funcionar para problemas pequenos. O que vocé
realmente quer é resolver o sistema de equacdes ZX = Fj. E claro que isto
também pode ser feito facilmente.

Resolvendo o sistema para os deslocamentos (complexos), temos

from numpy import linalg
X = linalg.solve(Z, FO)
show(X)

[[-0.00315166+0.00129774j]
[-0.00295091+0.001142543j]]

Que é o mesmo resultado que obtivemos acima, ainda bem. O jeito certo de fazer é



este, fiz com a inversa apenas para ficar mais compativel com o livro.

Questao 3)

Este é um problema de desbalanceamento rotativo, onde nao conhecemos quase
nada. A formula para o desbalanceamento rotativo é dada no formulario

Mzx r?

me -+ (@22

j& substituindo a férmula para | H (iw).

Vamos supor que o amortecimento seja baixo e que a amplitude maxima de vibracao
ocorra para muito préximo da ressonéncia, isto é para r = 1. E dado no enunciado
que, neste caso, a amplitude de vibragao ¢ 14 mm. Podemos escrever entao

M14 1
me 2

Sabemos também que, para frequéncias muito altas, a amplitude é igual a 3.0 mm.
Frequéncias muito altas significam frequéncias de excitacdo muito acima da
frequéncia natural, isto é 7 > 1. Neste caso, podemos dizer que 1 é desprezivel em

relacao a r? e primeiro termo dentro da raiz torna-se r%. Além disto, o segundo
termo torna-se 4{ 2¢2. Como C é pequeno e, além disto, 7 € muito grande e portanto
> 2, podemos despreza-lo frente ao primeiro.

A equacao é entdo
M3.9 r? 2
me V7l r2

E claro entdo que

M 1
me 3.9’
e, substituindo isto na primeira equacgao, obtemos
1 14
20 39
ou
3.9

4_2_87

o que da



z = 3.9/28
show(z)

evaluate

0.139285714285714

O que ndo é nem tdao pequeno assim, mas de outro jeito ndao da para resolver.



