Vibracoes 1° EE 2015.2

Questao 1

O sistema claramente tem um grau de liberdade, e é mais facilmente tratavel, na minha opinido,
considerado como um sistema rotativo. A coordenada generalizada empregada sera ent&o o
angulo @ que o eixo de simetria horizontal da barra faz com um eixo horizontal.

Para um sistema vibratério rotativo amortecido com 1 GL, a equagao de movimento é:

Jeqé + ceqté + Keg,0 = 0.

Precisamos entdo, antes de mais nada, calcular as grandezas equivalentes.

Momento de Inércia

Em primeiro lugar vamos calcular o momento de inércia equivalente, que nada mais € que o
momento de inércia total do sistema em relacédo ao centro de rotacao. Apesar de ser possivel
calcula-lo usando os momentos de inércia de barras retangulares e triangulares e o teorema dos
eixos paralelos, isto ndo é necessario aqui, basta usar diretamente a equivaléncia de energias
cinéticas.

Considerando que as rotagcdo sao muito pequenas, como usual, podemos dizer que a velocidade

de translagao vertical de um ponto a uma distancia 2 do centro de rotacéo é dada por 6. A
energia cinética de cada lado da barra seréa ento a integral de 0 até o comprimento de cada lado
desta velocidade vezes a massa do elemento de massa nesta posicao.

Vamos chamar de h( a altura da base menor do trapézio, que esta exatamente sobre o centro de
rotacdo, e de h, a altura da base na extremidade da barra. O comprimento de um lado da barra
sera denominado L. A altura de um elemento de massa na posicdo & da barra é dada ent&o por

h(z) = ho + z(he — ho) /L.

Chamando de t a espessura da chapa, a massa de um elemento infinitesimal na posigdo x é

portanto dm = pdV = ptdA = pth(x)dx = pt(hy + z(h. — hy)/L) dx.

A energia cinética deste elemento de massa ¢ d1" = 1/2dm 2, onde ¥ ¢ a velocidade

vertical do elemento. No caso temos entdo dT" = 1/2pt(hg + x(h. — hg)/L) dzgy?, ou,
.2

introduzindo a velocidade de rotagao, dT' = 1/2pt(hg + z(he — ho)/L) 0" 2% dx. E

importante notar que nesta expressao tudo é constante menos x! A energia cinética total de cada
lado da barra é a integral ao londo de todo o comprimento da energia dos elementos de massa,

isto &
L L
1 he_h .
T:/ dT:/ — pt hg—l—xg 6" 22 da.

Lembrando que tudo aqui é constante menos z2e :c3, as integrais sao triviais. A energia de

cada braco é entéo
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Como sao dois bragos idénticos e simétricos, a energia cinética total &
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Para um sistema rotativo, a energia cinética 1/2 J€q9 . Igualando esta energia com aquela

calculada acima, temos
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Eliminando o @ , o momento de inércia equivalente &, claramente,
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Incrivelmente, conferindo este valor com o momento de inércia de massa de um trapezoéide em
relacao a sua base, verificamos que o valor esta correto.

Neste caso particular temos
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0.345280000000000

Rigidez em Torcao

Como vamos usar um sistema em torgéo, precisamos calcular a rigidez equivalente das molas.
Podemos fazer isto de varias formas, mas a mnha preferida é através da equivaléncia de
energias poténcias elasticas.

A energia potencial elastica armazenada em uma mola linearé U = 1/2 K y2, onde K € a
rigidez da mola e Yy € quanto ela foi comprimida. A energia potencial elastica armazenada em

uma mola comprimida é U = 1/2/11592, onde K; é a rigidez 4 torcdo e @ é quanto a mola foi
rotacionada.

Neste caso particular, a compressdo da mola € dada pela rotagdo da barra, isto €, Yy = 0L, para



pequenas rotacdes é claro. Assim,lembrando que temos duas molas, podemos escrever

1 1
3 ke0? = 2 3 ky? = KO’ L?,

ou, elimando 6,
. 2
Kkt = 2kL”.

Para um sistema rotativo, a frequéncia natural € dada por w,, = 4/ K,t/Jeq. Neste problema a
frequéncia natural é dada, entdo podemos calcuar imediatamente a rigidez a tor¢ao e depois a
rigidez de cada mola. Temos que Ky = w%Jeq, entéo

fn = 25
omega n = N(2*pi*fn)
kt = omega n"2*Jeq
kt, omega n
(8519.44251902034, 157.079632679490)

A rigidez de cada mola é entao

k =kt/(2*L"2)
Kk

26623.2578719385

Amortecimento

Sabemos que apds 100 ciclos, a amplitude de vibragéo € 15% da amplitude inicial. Podemos
usar a férmula do decremento logaritimico para calcular o amortecimento. Sabemos que

1
0 = — log ! ,
n Ln+1

onde o log é o logaritmo neperiano. No caso temos

X1l =

xn = 0.15

n = 100

delta = 1/n*log(x1/xn)
delta

0.0189711998488588

O decremento logaritimico e a raz&o de amortecimento estao relacionadas por

ou, masi convenientemente



Também é perfeitamente aceitavel usar a férmula simplificada 6 = 27(. No caso, temos

zeta = N(delta/sqrt(4*pi~2+delta™2))
zeta

0.00301934646937075

Para um problema em tor¢do, a razdo de amortecimento é dada por C = ct/ct
Ctoy = 2Jeqwr,. Assim, temos

com

crit ’

crit

ctcrit = 2*Jeg*omega n
ct = zeta*ctcrit
ct

0.327517301282433

Tempo até 1%

Para calcular o tempo até que amplitude de vibragdo seja menor do que 1% da amplitude
original, podemos novamente usar o decremento logaritmico para contar quantos ciclos sédo
necessarios, e depois multiplicar o niumero de ciclos pelo periodo de vibracdo amortecida. O
numero de ciclos é dado por
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Claramente, como estamos contando ciclos, temos que tomar um valor inteiro (a fung¢éo ceiling
abaixo arrendonda sempre para cima). Assim,

xn=0.01

nl = 1/delta*log(x1l/xn)
nl = ceil(nl)

nl

243

A frequéncia de vibragdo amortecida € dada pro wqg = wnp 4/ 1-— (_:2. O periodo correspondente
Ty = 27T/wd. Assim,

omega d = omega n * sqrt(l-zeta"2)
tau d = N((2*pi)/omega d)
tau d, omega d
(0.0400001823303087, 157.078916673305)

Obviamente, como o amortecimento € muito baixo, o periodo amortecido é praticamente igual ao
periodo da vibragédo livre ndo amortecida.

O tempo total decorrido € entao

tl = nl * tau d
tl

9.72004430626501



Questao 2

Como o enunciado diz que o sistema nao deve oscilar e deve retornar o mais rapidamente
possivel para a posigao de repouso, devemos considerar que o sistema seja criticamente
amortecido, ou muito proximo disto. Desta forma, o amortecimento do sistema ja esta definido,
deve ser tal que C ~ 1. A massa do problema ja esta definida, precisamos portanto encontrar
uma rigidez apropriada para o sistema.

Para um sistema criticamente amortecido, o deslocamento em fungao do tempo é dado por
z(t) = [zo + (Lo + wnTo)t]e “*!. Pelo enunciado do problema, podemos tomar o
deslocamento inicial como 0, e velocidade inicial como a velocidade do impacto. Neste caso, o
deslocamento em fungdo do tempo é dado por :B(t) = 2o te ¥t

Podemos encontrar o tempo no qual o deslocamento € maximo derivando esta expressao e
igualando a zero, assim

dz o d
— =y — (te_“’"t) =e Ut —wte ™ = (1 — w,t)e ¥ =0,
dt dt
ou
1
l—w,t=0, ou t=—.
Wn,
O deslocamento maximo correspondente é
1 R S To _ Zg
Tmax = T(— ) =@ — e o = T el = .
Wn Wnp, Wn wnp€

Do enunciado, o deslocamento maximo € igual a 0,35 metros, e a velocidade de impacto € igual
a 100 km/h. Podemos entao calcular a frequéncia natural do sistema.

xmax = 0.35

vl = 100.0*1000/3600
wn = N(vO/(xmax*e))
wn

29.1967810453526

Como w,, = 4/ k:/m € a massa é conhecida, podemos calcualr a rigidez necessaria como

m 300
k = wn™2*m
k

255735.607023078

O amortecimento necessario € o amortecimento critico, ja que C = 1. Assim,
C = Cerit = 2Mwy,.

Cc = 2*m*wn
C
17518.0686272115



Nao seria uma ma ideia usar um amortecimento levemente menor do que o amortecimento
critico, para permitir que o sistema chega-se de volta a posigao de equilibrio, ja que no modelo
ideal o tempo que isto leva para ocorrer € infinito. Assim, dando uma "engenheirada", vamos
tomar como valor final para o amortecimento 98% do amortecimento critico, ou

cf = 0.98*c
cf
17167.7072546673

Nao é estritamente necessario fazer esta ultima consideracéo na prova, mas ajuda.

Se vocés prestarem atengao, esta questao é absurdamente simples e facil para valer 5 pontos.



