Vibracoes 2015.2 -- Exame Final

Questao 1
Espera-se uma ﬂgura como esta.
Al f
YUY
V;
I\,H\f{H f >

As coisas que sdo importantes na figura séo:

1. Partir da origem com derivada (velocidade) diferente de 0.

2. Oscilar com amplitude descrescente durante o tempo de aplicagao da forga, em
torno do ponto de equilibrio estatico com a nova forga.

3. Continuar oscilando com amplitude descrescente, em torno do ponto de equilibrio
estatico original.

Para minha surpresa e decepcao, pelo que eu vi rapidamente durante a coleta das
provas, apenas um ou dois alunos acertaram esta questéao.

A enorme maioria das pessoas escolheu um dentre estes dois caminhos absurdos: ou
fez a massa oscilar o tempo todo em torno da posic¢ao de equilibrio original, ou a fez
oscila o tempo todo, mesmo apds o final da aplicagao da forga, em torno da posicao de
equilibrio estatico deslocado que s6 ocorre quando a forca estd aplicada. E triste...



Engenharia ndo é sé aplicar férmulas, mais importante do que férmulas, que estdao em
qualquer livro, é entender a fisica dos fendbmenos e poder prever qualitativamente o que
deve acontecer.

Questao 2

Este claramente é um problema de vibragao forgada amortecida com um unico grau de
liberdade. A unica dificuldade do problema esta em calcular a massa, rigidez e
amortecimento equivalentes, e depois colocar os valores numéricos para fazer as
contas.

A coordenada generalizada mais 6bvia para resolugcéo do problema € a rotagdo em torno
do ponto 0, entdo precisamos calcular o momento de inércia em torno deste ponto, a
rigidez e o amortecimento torcionais equivalentes.

O problema é especificado pela figura abaixo:
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Massa equivalente

Em primeiro lugar vamos calcular a massa equivalente rotacional, que, obviamente, ndao
€ nada mais nada menos do que o momento de inércia de massa em relagédo ao ponto 0.
Podemos fazer isto de mais de uma maneira, é claro. Vou usar a equivaléncia das
energias cinéticas rotacionais e de translagao, e considerar uma barra de comprimento
l/4 a esquerda e uma de comprimento 3l/4 a direita, desta forma posso fazer sempre a
integracdo de 0 até L, onde L é o comprimento de cada barra considerada. As massas
equivalentes sao aditivas, é claro, por definigao.

Ja fizermos este mesmo exercicio inimeras vezes antes, mas de qualquer forma, para
os que estdao chegando agora, vamos fazer tudo de novo.

Vamos considerar uma barra rigida pivotada na extremidade, e pequenas rotagdes
somente! A energia cinética total deve ser igual, considerando a rotagao em torno do
ponto 0 ou o movimento de translacéo vertical de cada elemento infinitesimal de massa



em torno de sua posi¢ao de equilibrio, ou
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Vamos considerar que a barra € homogénea e uniforme, é claro, entdo o elemento de
massa dm é dado por

dm = pAdzx

onde p é a massa especifica, A ¢ a érea da segéo transversal e dx é o comprimento
infinitesimal do elemento.

Para pequenos angulos, a velocidade transversal ¢ y = x6, onde x ¢ a distancia do
ponto considerado ao pivd, e f é constante.

0 termo pA é densidade linear da barra, que é igual & massa total dividida pelo
comprimento total da barra. Vocés poderiam ter escrito isto diretamente, é claro, dizendo
que a massa do elemento infinitesimal é pdx, onde p é densidade linear, em kg /m.

Cancelando j4 o fator 1/2, ficamos com
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Jegd = / pA(z6)* dz
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Tirando os termos constantes de dentro da integral,
L
-2 -2
Jeqd = pA0 / z® dzx
0

Cancelando o termo comum 6 e integrando

L3
Je — A_
q p 3

Lembrando que pA é densidade linear, isto ¢ pA = M /L, onde M ¢ massa total da
barra, ficamos com
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Jeq =

Este valor pode ser confirmado rapidamente em qualquer livro de resisténcia dos
materiais, fiisica basica, dinamica, etc. como o valor do momento de inércia de uma
barra pivotada na extremidade, em relagdo a mesma extremidade.

Neste caso particular, temos



var('M, L, 1'")

Jm = (MxLA2)/3

Jeq = Im(L=1/4)+Im(L=3%1/4)
show(Jeq)
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O valor nimérico do momento de inércia é entao

Jegn=N(Jeq(l=1, M=6))
show (Jeqn)

1.25000000000000

Rigidez e amortecimento equivalentes

Para calcular a rigidez equivalente a torgao, podemos fazer a equivaléncia das energias
potenciais elaticas.

1 1
— k0 = = ky?
9t 9"

onde k é arigidez da mola e y é o quanto ela é comprimida. Esta equag&o vale para
uma unica mola apenas, é claro, mas como a energia € aditiva, podemos simplesmente
somar as energias das duas molas depois de calcular o valor de cada uma. Novamente
vamos usar a hipotese dos pequenos angulos. Vamos chamar de L a distancia entre o
ponto de aplicagdo da mola e o pivd da barra. Assim, y = x0, e

1 2 1 2

Cancelando os termos comuns, ficamos com
_ 2
I{?t = kx 3

onde x é a distancia do ponto de aplicagdo da mola ao pivot. O mesmo resultado pode
ser obtido pelo equilibrio de momentos, e 0 mesmo resultado vale para o
amortecimento, justificado pelo equilirio de momentos das forgas viscosas ou pela
equivaléncia da energia total dissipada. Temos entéo:

var ('k, kt'")
kt = kxL72
ktl=kt (k=5000, L=0.75)



kt2=kt (k=5000, L=0.25)
show((ktl, kt2))

(2812.50000000000, 312.500000000000)

A rigidez torcional total é

ktt= ktl+kt2
show(ktt)

3125.00000000000

Aplicando a mesma formula para o amortecimento

ct=kt (k=1000, L=0.25)
show(ct)

62.5000000000000

Grandezas dinamicas

Podemos entao cacular a frequéncia natural, razao de amortecimento, etc. etc.

A frequéncia natural é w, = \/k/m = \/kt/Jeq

wn sqrt(ktt/Jeqn)
fn wn/N(2*pi)
show((wn, fn))

(50.0000000000000, 7.95774715459477)

A razdo de amotecimento é ( = c/cc, Ce = 2muwy,,

cc = 2xJegn*wn
c = 1000

zeta = c/cc
show(zeta)

8.00000000000000

O sistema entao é muito superamortecido! Provalvelmente nao era o plano original, mas
como eu tive que chutar um valor de massa na hora, deu no que deu. Como o sistema



esta em vibragao forgada, isto ndo influéncia em nada o calculo, exceto no fato de que
as amplitudes de vibragao serao pequenas.

A razdo de frequéncias é 7 = w/wy,, entdo
omega=1000*2*N(pi) /60
show(omega)
r=omega/wn

show(r)

104.719755119660

2.09439510239320

O fator de amplificacao é
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0 que da entao

magf = 1/sqrt((1-r*2)"2+(2*xzeta*r)"2)
show(magf)

0.0296903270388967

No caso, deslocamento estético é 04 — Mo/kt, entdo (em radianos)

deltast = 100/ktt
show(deltast)

0.0320000000000000

A amplitude do movimento forgado é dada por X = Magf53t (em radianos)

X = deltastxmagf
show (X)

0.000950090465244696

0 angulo de fase é dado por



af 2€
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Resposta total

phi = arctan2(2*zeta*r, 1 - r’2)
show (phi)

1.67151253456978

A resposta total € 6(t) = © cos(wt — ¢), assim

theta(t) = Xxcos(omegaxt - phi)
show(theta)

t — 0.000950090465244696 cos (104.719755119660¢ — 1.67151253456978)

Para ilustrar apenas,

plot(theta, (t, 0, 6%pi/omega))
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Questao 3

Este é claramente um problema com dois graus de liberdade, que, por ndo oscilar em
torno do centro de gravidade, deve apresentar em suas equagoes de movimento com
acoplamento dinamico, se escritas em termo do deslocamento vertical e da rotagcao em

torno do ponto O.

Vamos fazer um esquema simplificado do aerofélio, deslocado de sua posigao de
repouso



Esqueci de colocar a distancia e entre O e o centro de gravidade, e também esqueci de
colocar as forcas. Agora fica assim mesmo, por preguica...

0 equilibrio de forgas na direcao vertical é Z Fy = MYce- E claro que
yog = Y + eb, e portanto Yo = y + €. A equagdo de movimento na diregdo
vertical é entdo:

ou,
mij + mef + ky = 0.

A equacao de equilibrio de momentos é Z Mcg = ché. Como o0 momento é um
vetor livre, 0 momento em relagao ao centro de gravidade devido a rotagao é dado por
—k:0. 0 momento devido ao deslocamento y é kye. O somatdrio dos momento é
portanto:

Jocl = —k:0 + kye.

Pelo teorema dos eixos paralelos, Jy = Jog + me?. A equacgao de movimento
torna-se

(Jo — me?)0 + k0 — kye = 0.
O sistema de equacgdes que descreve o movimento do sistema pode ser escrito como

my + mef + ky=20
(Jo — me®)f + kb — kye = 0
Como sempre, vamos supor que as solu¢des sao harmonicas e em fase,
y(t) =Y cos(wt + ¢),e 0(t) = O cos(wt + ¢). Introduzindo nas equagdes de
movimento, ficamos com
{ (k — mw?)Y — mew?®) cos(wt + ¢) = 0
(ks — w?(Jo — me?))O — keY) cos(wt + ¢) =0



Claro que para tenhamos solugéo nao trivial, o determinante do sistema de equagdes de
deve ser nulo, isto é:

kE — mw? —mew? 0

—ke ki — w?(Jy — me?)
A equacao caracteristica é
(k — mw?)(kt — w?(Jy — me®) — kme*w® =0
ou
kk; — kw? (Jo — me?) + kymw?® + muw* (Jy — me?®) — kme*w® =0
que, explicitando em fungao de w, fica

(Jo — me*)mw* — (Jok + mk;)w?® + kk; = 0

. ~ L - A . 2 )
que é uma equagéo biquadratica para as frequéncias naturais w] e wj.

As raizes desta equacgao sao,

Jok +mk; £ \/(Jok + mky;)? — 4kky(Jy — me?)
Y12 = 2(Jy — me?)

Daqui para a frente vamos usar w; e wy como as raizes da equacgao caracteristica, sem
carregar os valores literais acima, por motivos ébvios.

Do sistema de equagdes de movimento, temos que
(K — mw®)Y — mew’® =0

Temos entdo que os modos normais sao dados pelas razées de amplitude:

rl:@(l):_k—mw% Tz:@@):_k—mw%
Y (1) mew% ’ Y (2) mews
Questao 4

Este € um problema com um unico grau de liberdade, submetido a uma for¢a nao
periédica. Devido ao que é dado no formulario, fica claro que temos que usar a integral
de Duhamel para resolvé-lo. Para nossa sorte, o sistema ndao tem amortecimento, isto é,

¢=0.



Pulley, mass moment of inertia J,

x(t)
ki
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Antes disto, é claro, precisamos decidir qual coordenada generalizada empregar e
calcular as grandezas equivalentes correspondentes a esta coordenada. As duas
coordenadas 6bvias s@o a posi¢ao angular da polia e a posicao da massa m. Vamos
adotar a posicao da massa m, so por que é o que esta desenhado na figura. Empregar a
rotagdo do tambor teria uma dificuldade equivalente.

A massa equivalente da polia pode ser calculada pela equivaléncia da energia cinética.
Como o cabo é inextensivel, a velocidade angular da polia 8 e a velocidade linear da
massa estao relacionadas por £ = 20r. Podemos escrever entao

1 1.
Emeqdjz = §J002,

e, substituido a relacao cinematica entre as velocidades,
* 19 .92
Meq(207)° = Job
cancelando 6, a massa equivalente da polia é

Jo
Moy = ——
U 42

Do enunciado,

Jo =1



r = 0.55
meqp = JO/(4.0%r"2)
show(meqp)

0.826446280991735

A massa equivalente total é entao
m = 10

meq = m + meqp
show(meq)

10.8264462809917

A rigidez equivalente pode ser calculada, ou calculando uma rigidez equivalmente para a
mola 2 e somando-a a rigidez da mola, 1, ja que as duas molas atuam em paralelo, ou
simplesmente fazendo a equivaléncia da energia potencial elastica total do sistema.
Vamos seguir este segundo caminho.

Admitindo um deslocamento .y, a energia potencial elastica total na mola ki é

1 2
Ekl weq.

Supondo o mesmo deslocamento linear x¢q, a rotagdo da polia é 0 = meq/2r,
igualando este angulo ao a rotagéo correspondente a mola ks, 0 = o /r, temos que

Ty = Teq/2.

A rigidez equivalente é entao dada por

1
2

disto obtemos que

Do enunciado temos que

kl = 1000.0

k2 = 550.0

keq = k1 + k2/4
show(keq)

1137.50000000000

1 1 Teq \ 2
_keqmgq - Eklwgq + §k2< q) ’

2

k
beg = k1 + =



A frequécia natural é calculada por w,, = 4 /keq/meq, assim

wn = sqrt(keq/meq)
show (wn)

10.2502094560614

A forca aplicada ao sistema é Fye ™ t, que, claramente, ndo é periddica. Pelo que temos
disponivel no formulario, da para tratar este problema usando a integral de convolugao,

1 t
z,(t) = e /0 F(r)e ) sinwy(t — 7) dr

No caso, ndo ha amortecimento, portanto { = 0, o que implica que wy = wy, e a
formula simplifica-se bastante para

2, (t) = — /0 F(r) sinw, (t — 7) dr

mwy,

Pelo enunciado, F'(t) = Fye*, e portanto, F'(1) = Fye 7, assim,

1 t
z,(t) = — /0 Fye " sinw, (t — 7)dr,
ou
F t
z,(t) = mcg /0 e "sinwy,(t — 7)dT.

Esta integral nao é trivial, mas, coincidentemente, no formulario existe a seguinte
expressao,

ae a cos(azx) — sin(ax)

/0 x e Ysin(a(z — y)) dy = :

a?+1 a’+1

Note que fazendo * = t,a = w,, e y = T, a integral € mesma que precisamos calcular,
assim:

z,(t) = Fy ( wpe ™t wy cos(wyt) — sin(wnt))

mwn \w2 +1 w2 +1



ou, simplificando,

FO —t .
T,(t) = wpe = — Wy, cos(wpt) — sin(w,t
o) = (wnt) — sin(w 1))

Como o sistema parte do repouso, a solugao particular é a solugao total.
Neste caso particular, temos:
FO = 50
xp(t) = (FO/(meg*wnx(wn?2+1)))*(wnxe” (-t)-wnxcos(wn*t)-
sin(wnxt))

show(xp(t))

—0.0435416254340668 cos (10.2502094560614 t) + 0.0435416254340668 el
Para visualizar o jeitdo da resposta, vamos calcular o periodo natural para ter uma nogéao
de quanto tempo precisamos plotar.
fn = wn/(2*%*N(pi))
taun=1/fn

show((fn, taun))

(1.63137150265945,0.612981162396061)

Vamos plotar a resposta por 6 segundos, mais ou menos 10 periodos naturais.

plot(xp, (t, 0, 6))
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Percebam que, como ndo hd amortecimento, a amplitude (pico a pico) ndo diminui ao
longo do tempo, mas como a forga vai diminuindo ao longo do tempo, a posigao de
equilibrio vai tendendo a voltar para a origem.




