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Sistemas Continuos

Sistemas continuos ou distribuidos
Equacoes diferenciais parciais;
Cabos, cordas, vigas, etc.;
Membranas, placas, etc;

Processo de analise:

- DCL de elemento infinitesimal;

- Equac0Oes de equilibrio dinamico;
- Solucbes Harmonicas;

- Condicbes de contorno;




Sistemas Continuos

e Caracteristicas:

- Infinitas frequéncias naturais;
— Infinitos modos normais;
- Vibracao livre: superposicao dos modos normais;
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- Vibracao lateral de
um cabo tenso
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zZ, w(x, 1)

Equacao de movimento

82
(P + dP) sin(6 + df) + fdx — Psin = pd.xa—‘f
[
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Para um elemento
infinitesimal:

oP
dP — a—dx

, dw 9*w
sin (6 + df) ~ tan (6 + dO) = ™ + 8—253.::
X
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Introduzindo na eq. de equilibrio

62
(P + dP) sin(6 + df) + fdx — Psinf = pdxa—;”
4

2
e I:Pé}w(x, t):| b e t) = p(x) O w(x,t)

5 0X ot

Para um cabo uniforme, com tensao constante

F*w( x, 1) Fw(x, 1)

P + f(x,t) =
- f(x, 1) =p "
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Para vibracao livre

i Fw( x, 1)
x> — P

o>

Ou, na forma da Equacéo de Onda
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e Condicoes Iniciais e de Contorno

- Posicao conhecida no tempo 0;
— Velocidade conhecida no tempo O;
- Extremidades fixas ao longo de todo o tempo;

w(x,t = 0) = wy(x)
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e Condicoes Contorno Alternativa:

- Extremidades Pinadas;
— Nao suportam esforgos transversais;
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e Condicoes Contorno Alternativa:

- Extremidade com apoio elastico;
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 Equacao diferencial linear parcial, em x e t;

e Solucao pelo método da separacao de variaveis;

e Asolucéo é um produto de funcOes de x apenas e t
apenas;
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* Introduzindo na equacao de onda,;

cd*'W 1d°T

W dx2 T di?

cd*W  1d°T
— = — —

W dx: T di2

d*T
—— —aT

dt?
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e Fazendo
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e As solucOes das equacoes sao

W(x) = A cos “ 4 Bsin—
C C

T(t) = Ccoswt + D sin wt
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Para o cabo fixo em ambas as extremidades:

w(0,t) = w(l,t) =0

Oquelevaa: W(0)=0e W(l)=0

e A=0 eBsinm—IZO

Para uma solucao
nao trivial
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Equacéao de frequéncias ou caracteristica
- wl
sin— = 0
C

m : autovalores ou frequéncias naturais

w,!

n=12, ...
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A solucao completa para uma frequéncia
especifica e

it
wo(x, 1) = W(xX)T,(1) = sin””;x[cﬁ cos ”"f

C_ e D_:constantes a serem determinadas

enésimo modo normal
w (x,t): enésimo hamdnico
enésimo modo de vibracao

W, (x): enésimo modo normal
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ncm N 8
D=k frequéencia circular do enésimo modo

w,: frequéncia fundamental

R 21
Lo =~

: periodo fundamental
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Os pontos para 0s quais

w (x,t)=0, t=0

sao nos da corda.
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A solucao geral é dada pela superposicao
de todos os modos normais:

w( x, t)




Sistemas Continuos

Para um determinado conjunto de
condicoes Iniciais:

OO
nirx

C, sin R wol( x)

wo( X)
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Calculando as constantes:

2 NTrX

[
C, = —/ wo( X) sin ——dx
A z

[
wo( x) sin ? dx
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Exemplo

Com velocidade inicial nula.
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Obviamente: D, =

. NTX ncrt
E C, sm—cos l
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A condicéo inicial é:
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Calculando os coeficientes de Fourier

1/2 /
2h 2h
/ A sin nmy dx + / — (I — x) sin nmy dx
0 [ / 1/2 [ [

8h nir
Sin —— forn =1,3,5, ...
m°n’ 2

0 forn = 2,4,6, ...

\
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Sabendo que

sin % = ( —1)(”_1)/2,

A solucao fica

W(}C, I) = )

8h { X et

[ [

T

1
9

- 3mx
SIn — COS —— — —sSin ——— COS

[

3mrct

[
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Considerando que o cabo seja infinito, a
solucao pode ser escrita como

w(x,t) = wi(x —ct) + wy(x + ct)

w, w,: fungoes arbitrarias de x e ¢
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Verificacao
Fw( x, t)

9x>

wi(x —ct) + wi(x + ct)

*w( x, t)
ot*

cAwi(x —ct) + c*wh(x + ct)

Que obviamente satisfazem a eq. de onda
para quaisquer funcdes w razoaveis.




w,(x—ct): onda que se propaga na direcdo positiva

w,(x+ct): onda que se propaga na direcdo negativa




w,(x—ct): onda que se propaga na direcdo positiva

w,(x+ct): onda que se propaga na direcdo negativa

Aplicando as condicoes iniciais

wi(x) + wyx) =

—cwi(x) + cw)(x)
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Integrando a equacao de velocidade

“wi(x) + i) = - / o x') dx

0

Resolvendo o sistema de equacoes

X
/ wo( x") dx’
X0
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Considerando a evolucao no tempo

w(x, 1) = wi(x — ct) + wy(x + ct)

1 1 x+ct
— E[Wo(x —ct) + wo(x +ct)] + —
X

2¢ Jx—ct

A solucao pode ser escrita como

w(x,t) = wp(x,t) + wy(x, )
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Vibracao Longitudinal de Uma Barra
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Equilibrium Displaced

osition ad — iti
p \P—T_L\ C-H \!fc/ pOSlthI]

P <— —> P+ dP
|

d_-d

|

—Au + du

Forcas que agem em uma secao
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Equlibrio de Forcas para um elemento

qu

(P +dP) + fdx — P =pAdx¥

+ f(xa 1‘) - p(x)A(x) ar—z(x? t)

du( x, t) o*u
ax
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Para uma barra uniforme

82
EAE()C 1) + f(x, t) = pA (x t)

No caso de vibracao livre
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Esta equacao € uma equacao de onda,
completamente analoga aquela da corda

em vibracao lateral.

A solucao é dada por

wX

u(x, 1) =U(x)T(1) = (4 cosa;—x + B sin C)(C cos wt + D sin wt)
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A funcao U(x) depende de x apenas, e é

um modo normal, e T(t) depende apenas
de t.

Condicoes Iniciais

u(x,t = 0) = up( x)
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Condicoes de contorno usuais e solucoes

End Conditions Boundary Frequency Mode Shape Natural
of Bar Conditions Equation (Normal Function) Frequencies

Fixed-free | ,
— u(0,7)= 0 cos%!= 0 U, (x)= C, sin W w,= w,-

au . _
a(l,r)—{} n=012...

Free-free %(O’ =0 : czf U, (x)= C, cos @

‘g—i(z, H=0
Fixed-fixed o
7 7 w(0,0)= 0 C*' U, (x)= C,cos —””‘,”

/,
u(l, )= 0
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Exemplo: CC nao usuais

(a)

ou

myll <e—— —>+ X, + U, +—

Cll',l -

Free-body diagram of mass m,

my

AL 0 o

0

(b)

> AL 0% <

-(—Cz.f,;‘.'

my

Free-body diagram of mass m,
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Na extremidade esquerda

ou ou
AE— (0,1) = kju(0,¢) + ¢y— (0,1) +
P (0,1) u(0, 1) €y Py (0, 1) ny

Na extremidade direita

ou 0%u
AE— (L t) = —k-wu(l,t) —cr— (1, t) — — (1t
o (L1) (1, 1) = ca7 (1L 1) mzaﬂ( )
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Os modos normais para a barra em
vibracao longitudinal satisfazem

[
[ v ax = o

Isto é conhecido como a
ortogonalidade dos modos normais.
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Verificacao
u(x, 1) = U(x)T(1)
u(x,t) = U x)T(t)

Introduzindo na eqg. de onda
, d°Uf x)

o + wilU(x) =0 or ccU"(x) + wiU(x) =0

C

2d2{,{,().f) 2 2771 2
S + 05U{(x) =0 or ¢ U%(x) + w3l
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Multiplicando cada equacao pela outro modo

c*UU + ofUU; = 0

CQU}'L@ + G)%Uj{]f =0

Subtraindo e integrando de 0 a /

[ 2 [
¢ " "
AU}UJ‘GII:— B 2£(UIUJ_U_}(]I) dx

(t)_,: _CUJ
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O lado direito desta equacao é 0 para
qualquer combinacao de condicoes de
contorno!

Por exemplo, para uma barra fixa - livre

= 0, t=0 or U0 =0
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Exemplo: Barra fixa—livre em vibracao longitudi

u(x,t) =U(x)T(1) = (é cos — + B sin wx)(c cos wt + D sin wt)

C C
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As frequéncias naturais sao dadas por

wl
cos— = ()
C

w,,!

v
=(2n +1)—
(” )27

C
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Solucao geral é

(2n + 1)7x (2n + 1) et (2n + 1)mct
' ,, COS Y + D, sin Y

! (2n + 1)7x
/uo(x) sin dx
A 21

[
4 2n + 1)mx
) /L’so(x) sin ( ) dx
we Jo

D =
o(2n+1 21




Sistemas Continuos

Condicao de contorno “facil”

u(0,1) =0
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Na outra extremidade, equilibrio de forcas na mass

0%u

du
AE—(L,t) = —M——(I,t
(1) (L)

wl wl

w : : :
AE —cos —(C cos wt + D sin wt) = Mw?* sin—(C cos wt + D sin wt)
c c ¢

AEw wl , . wl
cos — = Mw” sin —
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* A eq. caracteristica € uma equacao
transcedental que nao tem solucoes
analiticas;

« Para cada razao de massas, a equacao
tem infinitas solucoes (frequéncias

naturais) e os corresnondentes modos
Values of the Mass Ratio 8

0.01 0.1 1.0 10.0

Value of o (wl = 0.3113 0.8602 1.4291

Value of a» (a)2 = l 3.1736 3.4267 4.3063
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Vibracao em Torcao de Eixo ou Arvore
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0(x, 1) + db(x, 1)

O momento de torcao
em uma secao é

M(x,t) = GJ(x) %(x, 3

O torque de inércia no
elemento infinitesimal
i Ind 0
oax 5
o>
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Segunda lei de Newton

020
(M, + dM)) + fdx — M, = Iydx

or?

Novamente

oM,
dM = dx
OXx

O que leva a
%)

|:GJ(x) iz(x, r)} + flx, 1) = Io(x) (Jc t)

0x
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Para um eixo uniforme

%6 %6
GJ—=(x,t) + 1) = Inp—=
axz(x ) f(x ) 0 arz

(x, 1)
Para vibracao livre
2 2
, 076 90

cc—=(x, t) = —=(x,t
axz( ) 81‘2( )
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Condicoes Iniciais
O(x,t =0) = 6y x)

06 :
a(x,r = 0) = Oy(x)

Solucao Geral

WX . WX .
O(x, 1) (A cos — + Bsm—) (C cos wt + D sin wt)
c c
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Condicoes de contorno usuais e solucoes

End Conditions Boundary Frequency Mode Shape Natural
of Shaft Conditions Equation (Normal Function) Frequencies

Fixed-free ' N
— 0(0,7)=0 a;l 6(x)= C, 51n(2”+2—zl)” w, = (”2%;

=0 n=0,1,2...

Free-free %(0’ H=0

Y
—(L)=0

Fixed-fixed dx

/ ¥

. 000,0=0

V.

(L, t)=0
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Exemplo

—l
-

Considerar a
extremidade
esquerda fixa

Milﬁng cutter
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Solucao geral

WX . WX .
O(x,t) = (A cos — + Bsm—) (C cos wt + D sin wt)

C C

CC: 0(0,1)=0 = A4=0

Bata x=/

90 %0 ©0 ol , ol
GJ P (l,t) = —1I 02 (1, 1) BG];COS — = Blyw sin —
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Vibracao Transversal de Vigas
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flx, 1)

M(x, 1) M M(x, t) + dM(x, t)

— (OO

— V(x, )+ dV(x, 1)
< x—>

[

Considerando teoria classica de vigas esbelta
M (x,¢): momento fletor
V(x,t): esforco cisalhante
f(x,t):forca externa por unidade de comprimento
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Forca de inércia no elemento de viga
62
X dxi X, t
pA(x) dx 5 (x.1)

Equilibrio de forcas na direcao vertical
82
a 2
Equilibrio de momentos em relacao o O

d
(M + dM) —(V+dV)dx+f(x,:)dx2x—M=0

—(V +dV) + f(x,t)dx +V = pA(x) dx—(x, 1)
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Como sempre

oM
dM = —dx
0x

As equacoes de movimento tornam-se

A% *w

—op (B0 F fx 1) = pA(x) 5 (x1)

oM
—(x,1) —V(x,t) =0
0Xx
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Introduzindo a segunda eq. na primeira

6234 92

—(x0) + (e 0) = pAGR) (5 1)

ot

Da teoria de Euler-Bernoulli

O*w
M(x,t) = EI(x) ﬁ(,‘c, t)
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Para uma viga nao uniforme entao

02 9%w %w

S EI) 2 (x) | + pA()

(x, 1) = f(x,1)

Ix > Ox o2

Se a viga é uniforme
(")4

Elé,x—al(x 1) + pA ;(x, 1) = f(x,t)
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Para vibracao livre

) 84w 82w
e

(x,t) + —5(x,1) =0

ox? ot>

El
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« 22 ordem no tempo: 2 condicoes iniciais;
« 42 ordem no espaco: 4 condicoes de contor
e Solucao por separacao de variaveis;

wo( x)

wo( x)
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Separacao de variaveis
w(x,t) = W(x)T(t)

Substituindo na eq. de movimento
cz d4W(}C)
W(x) dx*  T(r) ar?

d*W(x)

O que leva a dx*
d*T(1)

dt?
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A solucao geral da equacao temporal é
T(t) = A cos wt + B sin wt

Para a eq. do espaco, supomos
W(x) = Ce™
0 que leva a

com raizes
s = £B, §3,4 = Lif3
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A solucao geral é entao
W(x) = CieP¥ + Cre™ B¥ + C3e'P* + Cue™ 'P*

Alternativamente
W(x) = Cjcos Bx + Cpsin Bx + Czcosh Bx + C4sinh Bx

ou
W(x) = Ci(cos Bx + cosh Bx) + Cy(cos Bx — cosh Bx)

+ Cs(sin Bx + sinh Bx) + Cy(sin Bx — sinh Bx)
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As constantes devem ser determinadas a
partir das condicoes de contorno!

As frequéncias naturais saem de

El El

_ p2 | EL 2 | EL
w=p oA (BI) AL




Sistemas Continuos

Condicoes de contorno usuais

Extremidade livre: momento e cortante nulos

6‘2w
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Extremidade pivotada: deslocamento e momento n

62w
w=0 El—5 =0
0x

Extremidade engastada: deslocamento e rotacao n
ow

w = 0. =0
0x
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End Conditions
of Beam

Frequency
Equation

Mode Shape (Normal Function)

Value of 3,/

Pinned-pinned

e

Free-free
1

Fixed-fixed
, ,/

7

sin 3,/ =0

cos B,[-cosh B,/ =1

cos B,[-cosh B,/ =1

W, (x) = C,[sin B,x]

W,(x) = C,[sin B,x + sinh B, x
+ «,, (cos B,x + cosh B,x)]
where

o — [sin Byl —sinh B,/
" \cosh B[ — cos B,]

W, (x) = C,[sinh B,x,x — sin B,x
+ «,, (cosh B,x — cos B,x)]
where

o — (sinh Bl —sin B[
" \cos B,/ — cosh B,/

Bl =m

Bol = 2m
B3l = 377
Byl = 4

Byl = 4.730041
Bol = 7.853205
Bsl = 10.995608
B4l = 14137165
(Bl = 0 for rigid-
body mode)

Bl = 4.730041
Bol = 7.853205
B5l = 10.995608
Bal = 14137165




Sistemas Continuos

_ Fixed-free W (x) = C,[sin B,x — sinh B8, x Bl = 1.875104

7 cos B,/ - cosh B, = —1

- P P — a, (cos B,x — cosh B,x)] Bl = 4.694091
where Bil = 7.854757

) B4 = 10.995541

o = sin B,/ + sinh B3,/
" \cos B,/ + cosh B,/

Fixed-pinned
7 P tan B,/ — tanh B,/ =0 W, (x) = C,[sin B,x — sinh B, x Bl = 3.926602

2;‘ + a,, (cosh B,x — cos B,x)]  Bol = 7.068583
where Bil =10.210176

o — (SinB,l — sinh B,/ Bl = 13.351768
" \cos B,/ — cosh B,/

Pinned-free tan 8,/ — tanh B,/ =0 W,(x) = C,[sin B,x + a, sinh B, x] Bl = 3.926602
I where Byl = 7.068583
o — [Sin Byl Bsl =10.210176
"= sinh g1 Byl = 13.351768
(Bl = 0 for rigid-
body mode)
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Exemplo: Viga fixa e simplesmente apoiada

Condicoes de Contorno
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Da primeira condicao

C1+C3=0

Da segunda condicao

dw

— = B[ — C; sin Bx + C, cos Bx + Cysinh Bx + C4cosh Bx],—g = 0
X 1 x=0

B[Cy + C4] =0
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A solucao torna-se

W(x) = Ci(cos Bx — cosh Bx) + Cy(sin Bx — sinh Bx)

Com as demais condicoes
Ci(cos Bl — cosh BI) + C,(sin Bl — sinh BI)

—C/(cos Bl + cosh Bl) — Cy(sin Bl + sinh BI) = 0
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Para uma solucao nao trivial

(cos BI — cosh BI) (sin Bl — sinh BI)

—(cos Bl + cosh BI) —(sin Bl + sinh BI)

Ou cos (I sinh B — sin Bl cosh Bl = 0
Ou tan 3/ = tanh I

As raizes desta equacao sao calculadas numericam
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Cujas solucoes sao

E] 1/2
w, = (BN —| . n=12, ...
LBl (pAl4>

Da primeira equacao de movimento

cos 3, — cosh ﬁﬂl)

sin B, — sinh 3,/

CZH — _Cln(
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Os modos normais de vibracao sao

cos B,/ — cosh 3,/
sin B,/ — sinh 8,/

)(sin B,x — sinh BHX)i|

W, (x) = Cln|:(cos B,x — cosh B,x) — (

A solucao fica entao (para uma frequéncia)

wy(x, 1) = W, (x)(A, cos w,t + B, sin w,t)
A solucao geral é entao

wix, t) = Ewn(x, 1)

n=1
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