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Sistemas que requerem 2 coordenadas generalizadas
para especificar unicamente sua configuracao;

2 Equacoes de movimento;
EDO acopladas;
Resposta harmonica leva a 2 Frequéncias naturais



Exemplos
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A vibracao livre € harmonica em cada uma das
coordenadas generalizadas;

A resposta € uma combinacao linear de dois movimentos
de mesma frequéncia e em fase,

A cada frequéncia natural corresponde um modo normal,
gue € uma razao especifica entre as amplitudes em cada
coordenada generalizada;

A vibracao forcada ocorre na frequéncia da forca de
excitacao;



« Ressonancia pode ocorrer quando a frequéncia de
excitacao corresponder a qualquer uma das frequéncias
naturais do sistema.



e Sempre € possivel encontrar um sistema de coordenadas
generalizadas no qual as equacoes de movimento sao
desacopladas;

e Este sistema determina as coordenadas principais do
problema;



Equacoes de Movimento
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Equacoes de Movimento

mx; + (¢ +c)x; —caxp + (ky + ko)x; — kpxy = fi

myx, — Xy + (¢ + ¢3) Xy = koxy + (ko + k3)xo = fo




Matrizes




NO caso

m]” = m), [T =[d, (KT =

Isto € uma propriedade da dinamica,
estas matrizes serao sempre
simétricas!



 Considerando as forcas externas e amortecimento nulos
mixi(t) + (ky + ko)xi(t) — kaxo(t) =0

le:fz(f) — kg.l’l(f) + (kz + kg)xz(f) = ()

ngos supo_r gue as respostas x1(1) = X, cos(wt + ¢)
sao harmonicas, de mesma
frequéncia e em fase xXo(1) = X, cos(wt + o)



Vibracao Livre — Equacao Caracteristica

[{—m1w2 + (kl + kz)}Xl — kzXz] COS(&)Z + ()b) =

[ —k,X; + { —myw® + (ky + k3)} X,] cos(wt + ¢) =0

{—m1w2 e (kl e kz)}Xl — kzXz =0

_k2X1 —+ {—m2m2 I (k2 = k3)}X2 =0



Vibracao Livre — Equacao Caracteristica

. [{—mlmz + (ki + k)

_kz

(mmy)* — {(ky + ka)my + (ky + ks)my} o

+ {(ki + kp)(ky + k3) — k%} =0




Vib. Livre — Equacao Caracteristica
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* AS raizes desta equacao sao as unicas frequéncias para

as quais é possivel haver uma solucao harmonica nao
trivial para o sistema;

e Sao chamadas portanto de frequéncias naturais do
sistema,;

* Forca elastica = Forca de inércia; Energia Potencial +
Energia Cinética cte, etc.



 Qualquer multiplo da solucdo de um sistema
Indeterminado e também uma solucao!

A amplitude absoluta (para vibracao livre) nao tem
nenhum valor, apenas a razao entre as amplitudes de
cada GL importa;

 Esta razao de amplitudes configura um modo normal de
vibracao;



Vibracao Livre — Razao de Amplitudes

B X&l) —mlwlz + (kl + kz)

rn — X{l) = kz

_ X&z) B —mlm% + (k; + k»y)

g =

ko




Vibracao Livre — Modos Normais




A hipotese inicial foi:
.X'l(f) = X COS(&)I = gb)

x5(t) = X, cos(wt + )

Mas encontramos 2 valores para a amplitude, um para cada
frequéncia natural.



Resposta

x| XY cos(agr + @)

— _ .
x&l)(r) rngl) cos(wit + ;) irst mode

X{ )C (wot + (}57)

2
= second mode
ng 2) COS( w»l + (bf))




« Como o sistema precisa de quatro constantes de
Integracao, nao podemos usar um unico modo;

e Aresposta tem que ser uma combinacao linear dos
mModos;

x(1) = c; x V(1) + e, x (1)



Resposta Total

51) cos(wit + ¢)) + X{“) cos( wrt + )

rngl) cos(witr + ¢) + ergz) cos( wot + ¢»)




Resposta Total — Condicoes Iniciais

x1(0) = XY cos ¢y + X12 cos b

%1(0) = —w XY sin ¢y — w,X1?) sin ¢,

x5(0) = rngl) cos ¢ + ergz) cos >

)l..'-z( O) — —(UII‘IXQI) sin (rbl — wzergz) sin (,'bz



Condicaoes Iniciais — Solucao




Condicaoes Iniciais — Solucao

x{V = [{x{" cos ¢} + {X{" sin ¢} 2]"/*

S— |:{"2x1()_x2( 0)}% +

(ra — 1)
X2 = [{ X} cos ¢y} ? + { X% sin §p} ]2

- — [{—nxl()w( 2 +

(r2 = 1)




Condicaoes Iniciais — Solucao




Exemplo—n=1

m'x'l + 2](.761 — k)C2 =0
mx> — kx; + 2kx, =0

xi(t) = X;cos(wt + ¢p);i = 1,2




Exemplo — Equacao Caracteristica

(—mw?* + 2k) (—k)
(—k) (—mw?* + 2k)

= {)

miwt — dkmw?® + 3k* = 0




Exemplo — Frequéncias Naturais

4km — [16k>m? — 12m?K2] 2 /2 ¢
2m? - N'm

4km + [16k>m> — 12m%k>]'/2)1/2

2m




Resposta Total — Condicoes Iniciais

x1(0) = XY cos ¢y + X12 cos b,

X(0) = —o X{Y sin ¢, — w,X|? sin ¢,

rngl) cos ¢y + ergz) cos ¢»

—wlrngl) SiIl (f)l — (Uz?‘zxgz) Sill (f)z




Exemplo

xi{(t) = X;cos(wt + p);i =1,2




Exemplo — Equacao Caracteristica

m?w* — 4kmw?* + 3k* = 0




Exemplo — Frequéncias Naturais

4km — [16k°m? — 12m*kA)V/2 /2 ¢
2m? - \'m

4km + [16k*m? — 12m2k2]1/2}1/2
— —

2m




Exemplo — Razoes de Amplitude

B X&l) B —mow? + 2k k
x{V k —mw? + 2k

n

x42) —mw3 + 2k k
o S ——— =i _
’ k —mw3 + 2k




Exemplo — Modos Normais




Exemplo — Modos Normais

(a) First mode (b) Second mode




Exemplo — Solucao Geral

x1(t) = X{l) cos( £t + q_‘)l) + XP) cos( — T qbz)

xo(t) = x{b cos( —t + d)l) — x{? cos( ——f 4+ d’z)



Encontrar as condicoes iniciais que facam o
sistema ter vibracao puramente no primeiro
modo e puramente no segundo modo.



Exemplo — Condicoes Iniciais




Exemplo — Condicoes Iniciais

1/2

—15{[;:1(0) + x(0)]% + %[i’l((’) + Jé2(0)]2}

m 1/2
[=x1(0) + x2(0)]* + 2-[%1(0) ~ i‘z(O)]z}




Exemplo — Condicoes Iniciais

—\Vm [%(0) + xq(O)]}

Vk[x,(0) + x5(0)]




Exemplo — Condicoes Iniciais




Exemplo — Condicoes Iniciais




Exemplo — Vibracao Livre
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Exemplo — Equacoes de Movimento

—m1w2 + kl + kz — kz
— myw® + ky + k3

—10w?* + 35 -5
-5




Exemplo — Eq. Caracteristica

100* — 85w? + 150 = 0

w; — 1.5811, Wy — 2.4495




Exemplo — Razoes de Amplitude




Exemplo — Solucao Geral

x(t) = x{V cos(1.5811t + ¢) + x{2 cos(2.4495t + ¢,)

xo(1) = 2X{Y cos(1.5811¢ + ;) — 5X1?) cos(2.4495¢ + ¢»)




Exemplo — Condicoes Iniciais

xi(t =0) =1 = X{V cos ¢; + X{? cos ¢,

x(t =0) =0 =2X{" cos ¢; — 5X{% cos ¢,

(1 =0) =0 = —1.5811X{" sin ¢; — 2.4495X{? sin ¢,

X(t = 0) = —31622X1") + 12.2475%{? sin ¢,




Exemplo — Condicoes Iniciais




Exemplo — Solucao

2
xi(t) = gf:.:os 1.5811¢ + — cos 2.44951¢
7 7

10 10
x5(t) = - cos 1.5811¢t — - cos 2.4495¢




Exemplo — Solucao




Sistema em Torcao

= —kn0p + k(02 — 6,) + My

—kip(0, — 0)) — kp30, + My,

B0y + (ky + k)6 — kinby = My

D6, — kb + (ko + ki3)02 = My

70y + (kg + k)6 — kipby =0
50y — kb + (kg + ki3)0; = 0




Sistema em Torcao — Exemplo

IO, + 2k0, — k0, = 0

2]09.2 — ktel T kt92 =0

0{t) = O, cos(wt + ¢);



Sistema em Torcao — Exemplo

2wt — Swllgk, + k7 = 0




Sistema em Torcao — Exemplo




Sistema em Torcao — Exemplo

1




Sistema em Torcao — Exemplo




e Dados

» \olante tdo grande que pode ser considerado estacionario;

« Momentos de inércia (em kg-m?) para volante, motor, eng. 1 e
eng. 2: 9000, 1000, 250, 150 e 2000.

e Solucao:

 Encontrar o momento de inércia equivalente de todos os rotores
em relacao a um deles;

 Considerar o sistema como tendo dois graus de liberdade;



e Aarvore 2 gira com o dobro de velocidade da arvore 1;
 Escolhendo o motor como referéncia;

(J62)eq = (2)%(150) = 600 kg-m*

(Jp)eq = (2)%(2000) = 8000 kg-m’



e A arvore entre o motor e a engrenagem € muito curta,
pode ser considerada rigida:

Jo=Jg + Jg1 + (Jg2)eq = 1000 + 250 + 600 = 1850 kg-m?



Sistema em Torcao — Exemplo

(80 X 10%)(7)(0.10)%

= 981,750.0 N-m/rad
(0.8)(32) ra

(80 X 10%)(7r)(0.15)*
(1.0)(32)

= 3,976,087.5 N-m/rad




Sistema em Torcao — Exemplo

1 | (kn + ki) Jp + kpp g
of o= Lfn TR T el
' i Jl Jg

N (ko + kp)Jo + kpp Jy |2 g (kg + k) kpp — kn ) [1/2
Ji J B~




Sistema em Torcao — Exemplo

o, w3 = 1588.46 + [(1588.46)% — 26.3750 x 104]1/2

= 1588.46 + 1503.1483

w? = 85.3117 or w; = 9.2364 rad/sec

= 3091.6083 or w, = 55.6022 rad/sec




Sistema em Torcao — Exemplo

—le% + (krl + kt2)
kt’)

-

—(1850) (85.3117) + (495.7837 X 10%

= 1.2072
397.6087 X 10*




Sistema em Torcao — Exemplo

_le% e (krl T kzz)
kt’)

g —

~ —(1850) (3091.6083) + (495.7837 X 10%)

- = 01916
397.6087 X 10*




e Conjuntos alternativos de coordenadas generalizadas

podem ser escolhidos para tornar a solucao do problema
mais conveniente;

 Em particular, existem sistemas de coordenadas nos quais
as equacoes de movimento sao desacopladas!



Coordenadas Principais — Exemplo
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Coordenadas Principais — Exemplo




Coordenadas Principais — Exemplo

mx = —kl(x — llﬁ') — kg(x + lgﬁ')

I8 = ki(x — 1,0)l; — ky(x + 1,0)1,

m 0 X i (kl + kz) _(klll — kglg) X
0 Jo| (O —(kily — kolo) (kylf + kaol3) | |6



Coordenadas Principais — Exemplo

m 0 X i (kl + kz) _(klll — kzlg) X
0 Jy| |6 —(kyly — kyly) (ki + ko13) | |6



* Se houver acoplamento:

« Uma forca no CG causa rotacao;
* Um momento causa deslocamento vertical:

* Acoplamento elastico ou estatico;



Coordenadas Principais — Exemplo

Para y(t) e 0(1)

my = —ki(y — 1]6) — koy + 150) — me®

1,0 = ki(y — 1{0)l] — ko(y + 150)15 — mey

y (ky + kp) (koly — kyli) vyl _ { }
e ' ’ 2 12 o
0 (—kili + kold)  (kli” + kol3") | |6 0




e As equacoes sao acopladas mesmo quando o termo fora
da diagonal da matriz de rigidez & nulo!

» EXiste acoplamento dinamico ou de inércia,

« Uma aceleracao em um grau de liberdade provoca uma
forca (e movimento) no outro;



Coordenadas Principais — Exemplo




Vibracao Forcada




Supondo for¢cas harmonicas e em fase

__ Iwt . __
Fft) = Fje™, J=12
Supondo respostas harmonicas As amplitudes da
_ resposta sao complexas e
x}{ t) = Xje'!wt, i=1,2 dependem dos

parametros fisicos e da
frequéncia de excitacao!



Vibracao Forcada

|:( —w2m11 -+ i(UCl] -t kll) (—w2m12 + .':LUCIZ - klZ)

(—w’miy + iwciy + kip)  (—wymy + iwcay + kyo)




Para simplificar, definimos a impedancia mecanica como

Z,(iw) = —wzmm + iwc, + kg r,s =1, 2

E a equacao de movimento pode ser reescrita como

[Z(iw)]X = F



Vibracao Forcada




O sistema de equacoes de movimento

[Z(iw)]X = F
é um sistema de equacoes 2x2, algébrico, em variaveis
complexas!
A solucéao do sistema é

—_—

X =[Z(iw)] ' Fy



Vibragao Forcada

[ Z(iw)] " = 1—[ Zofio) 7 fw)}

Z11(iw) Zy(iow) — Zix(iw) | —Zip(iw)  Zji(iw)



Vibracao Forcada

Zy(iw) Fig — Zpo(iw) Fag
Z1\(iw) Zy(iw) — Zi(iw)

—Zy(iw) Fg + Zy(iw) Fy

Holiw) = Z1(iw) Zyy(iw) — Zi(iw)




Vibracao Forcada — Exemplo




Vibracao Forcada — Exemplo

my — My — M, My — O, Ci1 — C1p — Cop — 0,

k11 — kzg = 2k, k12 = —k, Fl = Fw COS wft,




Vibracao Forcada — Exemplo

)= 0 = w2 ) = 4




Vibracao Forcada — Exemplo

X (@) (—w’m + 2k) Fy, (—w’m + 2k) Fj
w - — — -
: (—w2m - 2]’c)2 — k2 (—mw2 + 3k)( —mw? + k)

kFig kFio

K)o 120 B (e + 30 (e B




Vibracao Forcada — Exemplo




Vibracao Forcada — Exemplo




Rotor 2 Rotor 1

(turbine) (air blower)

(b) (c)



Vibracao Forcada — Exemplo

x{(t) = Xjcos(wt + ¢j), j=1,2




Vibracao Forcada — Exemplo




Vibracao Forcada — Exemplo
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