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Introducio

A excitacio pode ser:

m Periédica ndo harménica: Série de Fourier
m N3o periédica:

Transformada de Fourier;

m Integral de Convolugio;

m Transformada de Laplace;

m Métodos Numéricos

Métodos computacionais sdo mais poderosos, porém resolvem o
problema para um conjunto especifico de pardmetros.
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Expansdo da Forca em Série de Fourier

Supondo F(t) periédica com periodo 7 = 27 /w,

o0 oo
ao . ..
F(t) = 0 + El aj cos jwt + El bj sin jwt
J= J=

onde

RS

/ F(t)cos jwt dt, j=0,1,2,...
0

S
1
NN
N

F t)sin jwt dt, j=0,1,2,...
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Sistemas de Primeira Ordem

Em vibracdo forcada, o comportamento de sistemas de primeira
ordem é interessante também.

m Variavel e sua derivada apenas;

m Posicdo e velocidade;

m Velocidade e aceleracio;
Como a excitacio é periddica, pode haver vibracio permanente,

mesmo que n3o haja transferéncia de energia armazenada entre
potencial e cinética!
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E
Rigid bar
(no mass)
’ (t) K1) x(1)
Rigid bar T , 717
Rigid bar ___ (no mass) ’
(no mass)
x(r) k e
cx+ kx= ky(t) cx+ kx= f1) ‘

(a) (b)
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E

Damper (c,)

1
(1)

Jo+ cw=T(t)

(©)
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E

Considerando que este sistema seja
Rigid bar __ acionado pelo movimento da

(no mass) () extremidade, y(t), a eq. de movimento é
W
cx+ k(x—y)=0.
Rigid bar
(no mass)
X(l)

cx+ kx= ky(t)
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E

Considerando que este sistema seja
Rigid bar __ acionado pelo movimento da

(no mass) () extremidade, y(t), a eq. de movimento é
NG
cx+ k(x—y)=0.
Rigid bar
(no mass)
X(’) Podemos rescrever a equacdo como

X + ax = ay,

cx+ kx= ky(t)
com a =

alx
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E

Supondo que y(t) seja periddico e expandido em Série de Fourier,

ag
y(t —? ZQJCOSJWt—i-Zb sin jwt

com a; e b; como calculados anteriormente, multiplicamos tudo por
a e escrevemos

o0 o0
ay(t) = Ao + ZAJ- coswjt + Z B;jsinw;t
j=1 J=1
com a2
0 .
AO = 7, Aj = aaj, Bj = abj, wJ- = Jw,

ej=1,2,....
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Solucdo

A equacio a ser resolvida é entdo

&) 00
X +ax=Ap+ ZAJ'COSCUJT + Z BjSian't
=1 =1

com a3
0 .
A = 5 Aj =aaj, Bj=ab;, w;=jw,

ej=12....
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Solucdo

A equacio a ser resolvida é entdo

&) 00
X +ax=Ap+ ZAJ'COSCUJT + Z BjSian't
Jj=1 Jj=1
com

aagp .
Ay = 2 Aj = aaj, Bj=abj, wj=jw,

ej=12....

Claramente a “forca” é a soma de uma componente constante com
uma combinac3o linear de funcdes harmdnicas.
O problema é linear, portanto vale o Principio da Superposicio!
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Parcela Constante

A parcela da solucdo que corresponde ao termo constante é
Xo + axp = Ao

Obs: xp &, em principio, uma varidvel, xo(t).
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Parcela Constante

A parcela da solucdo que corresponde ao termo constante é
Xo + axp = Ao

Obs: xp &, em principio, uma varidvel, xo(t).

No caso, por inspecdo, a solucio desta EDO &

que é de fato uma constante.
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Termos em Cosseno

Para os termos A; cosw;jt, as equagdes sao

Xj + axj = Ajcosw;t
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Termos em Cosseno

Para os termos A; cosw;jt, as equagdes sao

Xj + axj = Ajcosw;t

Vamos supor que a solucio seja da forma
xj(t) = Xj cos(wjt — ¢))

com X; e ¢; constantes a determinar para cada termo!
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Termos em Cosseno

Para os termos A; cosw;jt, as equagdes sao

Xj + axj = Ajcosw;t

Vamos supor que a solucio seja da forma
xj(t) = Xjcos(wjt — ¢;)
com X; e ¢; constantes a determinar para cada termo!
Por conveniéncia, vamos reescrever na forma complexa,
x(t) = Re |:)<jei(w1t—¢j):| _ )(jein'te—i(bj _ Ujeiwjt

onde .
U = Xje "%

€ um nimero complexo!
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Termos em Cosseno

Como _
xj(t) = Uje™it,

a velocidade é
.. _ i i iOJ't
xj(t) = iwjU;e"7".
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Termos em Cosseno

Como _
xj(t) = Uje™",

a velocidade é
.. _ i i iOJ't
xj(t) = iwjU;e"7".

Lembrando que vamos usar apenas a parte real, podemos introduzir
o termo forcante na forma complexa,

. b A.piwjt
Ajcoswit = Aje'™i
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Termos em Cosseno

Como _
xj(t) = Uje™it,

a velocidade é
.. _ i i iOJ't
xj(t) = iwjU;e"7".

Lembrando que vamos usar apenas a parte real, podemos introduzir
o termo forcante na forma complexa,

. A alwjt
Ajcoswit = Aje'™i
A equacdo de movimento fica entdo
sy alwit wit AL wit
iwjUje™i* + al;e'™i" = Aje™i

como e'“it #£ 0,
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Termos em Cosseno

(...) a equacdo torna-se

iijj + an = Aj
ou
A
a—+ iwj

i =
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Termos em Cosseno

(...) a equacdo torna-se

iijj + an = Aj
ou
A
a—+ iwj

i =

A amplitude de movimento pode entdo ser calculada por

. A;
U= xje*'@ = ]

a-+ o

Vamos expressar o termo a esquerda na forma complexa
exponencial para poder simplificar a expressido.
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Termos em Cosseno

Obviamente,

1 I a—lw a—iwj

. ) - . _. ._ 2 2
a—f—/wJ a+/wja 1w a +wj

1 a . wj

— 1
2 2 2 2 2 2
\/a —|—wj \/a +wj \/a —|—wj
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Termos em Cosseno

Obviamente,

1 I a—lw a—iwj

. ._ - . _. ._ 2 2
a—+ Iwj a+/wj a— Iwj a +wj
_ 1 a i wj
\/a2+wf \/32+wf \/a2+wf

Claramente, apesar do tamanho, isto € um nimero complexo que
pode ser escrito

1

1
———[cospj — isin¢j] = ———=
V@ +w? a? + w?

com ¢; = arctan(w;/a).

e %

)
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Termos em Cosseno

Assim,
Xje~i%i = Aj o i
e é claro, A
X; = \
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Termos em Cosseno

Assim,
Xje~i%i = Aj e i,
e é claro, A
X; = \

/2 2
a —i—wj

A solucdo para qualquer termo forcante em cosseno é ent&o

A.
xj(t) = ——— cos(w;jt — ¢;),
\/ @2 +wf

Yj
¢j = arctan —.
a

com
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Termos em Seno

Procedemos de forma completamente analoga, e as solu¢des sdo

(t) = — 2 sin(ut — ),

\/a? + w?
J
wj

¢j = arctan —.
a

com
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Solucdo Particular

A solucdo particular € a soma de todos estes termos

o0
Xp U Z cos(wjt — 9))

j=1 32 + w

oo

=

J:]- a +w

sm(wjt - (f)J)

?T
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Solucdo Particular

A solucdo particular € a soma de todos estes termos

o0
Xp U Z cos(wjt — 9))

j=1 32 + w

oo

=

J:]- a +w

sm(wjt - (f)J)

?T

Para obtermos a solucio geral ainda falta adicionar a solucdo
homogénea!
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Solucdo Geral

A solucdo homegénea &, por inspecdo

xp(t) = Ce™
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Solucdo Geral

A solucdo homegénea &, por inspecdo

xp(t) = Ce™

A solucdo geral é, finalmente,
A o0 o0
_ 0
x(t) = Ce at > + Z;chos(wjt )+ Zl /i sin wJ — gf)j),
j= J

com Ao, Xj, Y; e ¢; como definidos previamente.
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Condicdes Iniciais

Aplicando a condicdo inicial x(0) = xo,

X0 = +7—ZXsm¢J Z j cos ¢,

o que leva a

o0

AO i
C=x— —+ E X; P — E Y; .
X0 ; 2 (j sin ¢; i COs ¢

Jj=1



Vibracdes Mecéanicas
LVibrat;So Forcada — Excitacdo Geral

L Forcas Periédicas

Forma Final

A forma final da solucio é entjo,

x(t) = xo——+ZXsmd>J ZYcosqﬁJ et

j=1

A o0 o0
0+2Xcoswj —i—Z isin(wjt — ¢)).
j=1 j=1
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Sistemas de Segunda Ordem

. Se a forca f(t) na equag¢do de movimento
mX + cx + kx = f(t)
é periddica, entdo expandimos a forca em sua série de Fourier,
o oo
. . =) . ..
mx + cx + kx = > + E aj cos jwt + E b sin jwt,

Jj=1 Jj=1

e temos as trés “familias” de equacdes para resolver,

.. . a0
mx + cX + KX = o

e paraj=1,...,00,

mXx + cx + kX = aj cos jwt, e mXx + cx + kx = b;sin jwt.
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Solucdes Particulares

A solucdo particular de mx + cx + kx = a9/2 é

a0
xp(t) = b



Vibracdes Mecéanicas
LVibrat;So Forcada — Excitacdo Geral

L Forcas Periédicas

Solucdes Particulares

A solucdo particular de mx + cx + kx = a9/2 é

a0
xp(t) = b

Claramente, as solu¢des de mx 4 cx + kx = aj cos jwt sdo

X _ aj/l-i
A= T oy

cos(jwt — ¢j),




Vibracdes Mecéanicas
LVibrat;So Forcada — Excitacdo Geral

L Forcas Periédicas

Solucdes Particulares

A solucdo particular de mx + cx + kx = a9/2 é

a0
xp(t) = b

Claramente, as solu¢des de mx 4 cx + kx = aj cos jwt sdo

aj/l-i

= Ty o)

e para mx + cx + kx = bjsin jwt, temos

> cos(jwt — ¢j),

o (f) — bj/k
= aprr s @

oCi
com r = “ e ¢; = arctan <Qr)
w

n 1_j2r2

sin(jwt — ¢;),
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Solucdo completa

A solucdo particular completa é entdo

_ap aj/k , _
Y e T
= bj/ﬁ sin(jwt — ¢;
) = s o)
com

o0
r = dl e arctan <Q2r2> .
Wn 1—_] r



Vibracdes Mecéanicas

LVibrat;&o Forcada — Excitacdo Geral

L Forcas Periédicas

Observacdes

No regime permanente, x(t) = x(t);

Amplitude e fase dependem do harménico J;

Pode haver ressonincia com qualquer harménico;
Amplitudes tendem a diminuir quand j cresce;
Normalmente poucos primeiros harmdnicos sdo suficientes;
Calcular a solucdo transiente é possivel, mas n3o triviall

N3o vamos calcular séries de Fourier, vamos usar tabelas ou
sistemas de matematica computacional;
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Séries de Fourier

Table of Fourier Series
The table below assumes a Fourier series representation of the form

N . 2z
fy=a,+ Z[an cos(neyt)+b,sin(net) | where o, = Ea

n=1

The signal must be periodic with a period T

Time Domain Frequency Domain
a. Pulse o ek A ay = Ad
a, = 224 sin(nwd)
niT
04— I — bn =0
0 f 2 3f 4f Sf 6f (d - 0.27 in thiz axample)
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Séries de Fourier

b. Square Aq a =0
e =24 sm[ﬂ]
I w2
X b, =0
ol 1 4 b
=0 0 f 2 3f 4 SFf 6f (all aven harmonics are zero)
c. Triangle A~ ag =0
a = 44
X XVAVAVAVl " ey

t=0 0 f 2 3f 4If 5If 6If (all even harmonies are zero)
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Séries de Fourier

d. Sawtooth Aq ag =0
T q gl q q / =
i b, = A
ot "
=0 0 f 2 3f 4f S5f 6f
e. Rectified A - ag = 24/n
F =
+ | w(4n--1)
o4— 5+ by = 0
=0 0 f XM 3f 4 5Ff 6f
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Integracdo Numeérica

Uma forca pode ser periédica, mas n3o ter série de Fourier analitica.
Por exemplo, a forca pode ser medida experimentalmente, através
de uma amostragem a tempos regulares de um sinal.

K1)
Fs
/ "~\
II 'l \_I’~\\
] N
At Ar A F4 \JAI H N
T i AN |
o ; < t
tl t, 13114 Is Fy— 1\ N h \\27
! \
F A ’
’F3 NSl
F,
1 F
T = NAt

E possivel calcular a Série de Fourier numericamente, integrando os
coeficientes da série de Fourier. Em geral, isto ndo é uma boa ideia.
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Regra do Trapézio

Empregando a regra do trapézio, os coeficientes de Fourier sdo

dados por:
N
2
a0 = Fi,
N i=1
N
2 2jt
aJ:NZFI'CO Jﬂ-l7 J:1727 )
i=1
N
2 2jt
bJ:NZF,-a —, =1,2,...,

onde 7 & o periodo, At =7/N e t; = iAt.
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Problemas

m O procedimento anterior é extremamente ineficiente
computacionalmente;

m E preciso cuidado para que o procedimento n3o falhe
catastroficamente: Teorema de Nyquist
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Forcas n3o periédicas

Para forcas n3o periédicas, temos vérias alternativas.

Transformada de Fourier;
Integral de Convolugio;

| |
| |
m Transformada de Laplace;
| |

Integracdo numérica direta;

Nenhuma é muito agradavel de fazer “na m3o”...
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Impulso

E importante relembrar o conceito de Impulso.

Forcas n3o periddicas geralmente tem duracdo finita;

Impactos, explosdes, terremotos, etc.;

Normalmente, uma forca de grande intensidade, que age por
um curto periodo;

O efeito de um impulso mecénica é alterar a quantidade de
movimento de uma particula;

Da mecénica, sabemos que o impulso total é igual & variacdo da
quantidade de movimento da particula.
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L Integral de Convolucado

Impulso Unitério

Temos entdo que

F= /1r2 F(t)dt = mx(t2) — mx(t1).

1
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L Integral de Convolucado

Impulso Unitério

Temos entdo que
ta
F= / F(t) dt = mx(ty) — mx(ty).
t1

Definimos um impulso unitario como um impulso de magnitude 1
que age, no tempo zero, por um tempo infinitesimalmente curto:

t+At
f= lim / F(t)dt = F(t)dt = 1.
A—0 /4



Vibracdes Mecéanicas
LFort;as Nao Periédicas

L Integral de Convolucado

Funcdo Delta de Dirac

A funcdo Delta de Dirac é definida por

(t—71)=0, para t # T;
/Ooé(t—r)dt: 1;
0
/ Vot — )F(t) dt = F(r):
0

para 0 < 7 < 0.
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L Integral de Convolucado

Impulso e Funcdo Delta

Claramente, um impulso unitario agindo no tempo 0 pode ser
descrito por

f=1£o(t) = d(t).
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L Integral de Convolucado

Impulso e Funcdo Delta

Claramente, um impulso unitario agindo no tempo 0 pode ser
descrito por
f=1£o(t) = d(t).

Um impulso arbitrario tem magnitude F, e pode ser descrito por

F =Fi(t).
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L Integral de Convolucado

Resposta ao Impulso Unitario

Para um oscilador harménico com 1GL, a equacdo de movimento é:

mx + cx + kx = f(t).
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L Integral de Convolucado

Resposta ao Impulso Unitario

Para um oscilador harménico com 1GL, a equacdo de movimento é:

mx + cx + kx = f(t).

Se f(t) = 0(t), entdo a forca aplicada é nula para qualquer t > 0!
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L Integral de Convolucado

Resposta ao Impulso Unitario

Para um oscilador harménico com 1GL, a equacdo de movimento é:

mx + cx + kx = f(t).

Se f(t) = 0(t), entdo a forca aplicada é nula para qualquer t > 0!
Isto implica que o sistema estd em vibracio livre para qualquer
t > 0!
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L Integral de Convolucado

Resposta ao Impulso Unitario

Para um oscilador harménico com 1GL, a equacdo de movimento é:

mx + cx + kx = f(t).

Se f(t) = 0(t), entdo a forca aplicada é nula para qualquer t > 0!
Isto implica que o sistema estd em vibracio livre para qualquer

t > 0!

Neste caso, a equacdo de movimento é

mx + cx + kx = 0,
cuja solucdo é

X0 + CwnXo
Wq

x(t) = e~ | xg coswgt + sinwgt| .

Sujeita a condices iniciais adequadas.
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L Integral de Convolucado

Resposta ao Impulso Unitario

Claramente, x(0) = 0, mas a massa tem velocidade inicial ndo nula
devido ao impulso.
No caso,
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L Integral de Convolucado

Resposta ao Impulso Unitario

Claramente, x(0) = 0, mas a massa tem velocidade inicial ndo nula
devido ao impulso.
No caso,
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L Integral de Convolucado

Resposta ao Impulso Unitario

Claramente, x(0) = 0, mas a massa tem velocidade inicial ndo nula
devido ao impulso.

No caso,

As condicBes iniciais sdo entdo

x(t=0)=xp =0,

Xo(t = 0) =Xxg= —.
Introduzindo as condic8es iniciais na resposta, temos

e—Cwnt

x(t) = g(t) = sinwgyt.

mwqy
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L Integral de Convolucado

Resposta ao Impulso Unitario

F(1) x(1) = g(1)

0
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L Integral de Convolucado

Resposta a Impulso de Magnitude Arbitraria

Se a magnitude do impulso é F, a velocidade inicial é

F=mx(t=0)—mx(t=0")=mxp

ou
F

X0 =
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L Integral de Convolucado

Resposta a Impulso de Magnitude Arbitraria

Se a magnitude do impulso é F, a velocidade inicial é

F=mx(t=0)—mx(t=0")=mxp
ou
F

X0 =
Como tudo é linear, a resposta é

F —Cwpt
= " sin wqgt = Fg(t).
mwgy

x(t)
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L Integral de Convolucado

Resposta a Impulso em Tempo arbitrario

Se o impulso é aplicado em um
tempo arbitrario t = 7, a
velocidade varia de F/m neste ‘
instante.

A solucdo entdo é idéntica a
solucdo para o impulso arbitrario (1) ‘
no tempo 0, deslocada para o ‘
tempo 7.

‘ Fg(t—7)
Temos entdo que ‘
| JANAN

FAt=F
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L Integral de Convolucado

Resposta a Forca Geral

Consideramos uma forca arbitraria como uma sequéncia de
impulsos.

A resposta em um tempo t é a soma das resposta de todos os
impulsos que aconteceram até aquele instante.

A magnitude do impulso no
F) tempo 7 é

O efeito no tempo t do impulso
no tempo 7 é

. Se— Ax(t) = F(r)g(t - 7),
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L Integral de Convolucado

Integral de Convolugcdo ou Duhamel

A resposta total € a soma dos efeitos de todos os impulsos
anteriores ao tempo t,

x(t) =Y F(r)g(t—71)=> F(r)g(t—7)Ar.
7=0 =0

Tomando o limite quando A7 — 0,
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L Integral de Convolucado

Integral de Convolugcdo ou Duhamel

A resposta total € a soma dos efeitos de todos os impulsos
anteriores ao tempo t,

t t
x(t) =Y F(r)g(t—71)=> F(r)g(t—7)Ar.
7=0 =0
Tomando o limite quando A7 — 0,

x(t) = /0 F(r)g(t —7)dT.

Substituindo o valor da resposta ao impulso unitério,

t
x(t) = b F(T)e_cw”(t_” sinwg(t — 7) dr.
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L Integral de Convolucado

Resposta a Excitacdo da Base

Para um problema com 1GL, com excitacio através do movimento
da base, a equacio de movimento é

mx+c(x —y)+r(x—y)=0,
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L Integral de Convolucado

Resposta a Excitacdo da Base

Para um problema com 1GL, com excitacio através do movimento
da base, a equacio de movimento é

mx+c(x—y)+r(x—y)=0,
introduzindo o deslocamento relativo z = x — y, ficamos com
mz+cz+ Kkz=—my,

que & uma equacdo de vibracio forcada amortecida, para o
deslocamento relativo z, com a forga igual a —my.
Podemos usar a integral de Duhamel com esta forca.
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L Integral de Convolucado

Resposta a Excitacdo da Base

Introduzindo F(7) = —my(7) na integral de Duhamel, obtemos

1 t
z(t):—w—d i y(7)e =) sinwy (t — 7) dr.

Obs: O movimento da massa pode ser calculado trivialmente, e
lembramos que y(t) é uma fungdo conhecidal!
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Transformadas de Laplace

O procedimento é exatamente analogo aquele para determinacio de
funcdes de transferéncia.

No entanto, agora consideramos as condi¢Bes iniciais ndo nulas, e
fazemos a transformada inversa de tudo!
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L Transformadas de Laplace

Transformadas de Laplace

O procedimento é exatamente analogo aquele para determinacio de
funcdes de transferéncia.

No entanto, agora consideramos as condi¢Bes iniciais ndo nulas, e
fazemos a transformada inversa de tudo!

Teorema do valor inicial

x(t=0) = lim sX(s).

S—00

Teorema do valor final
xss = lim sX(s).
s—0

Xss € a resposta no regime permanente.
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Métodos Numéricos

Meétodos numeéricos sio Gteis quando métodos analiticos ndo sdo
vidveis.

m Funcdes forcantes podem n3o ter integrais factiveis;

m Funcdes podem nem ter expressBes analiticas;

A vibrac3o linear de sistemas com 1GL é descrita por uma ODE
linear de segunda ordem.

Existem inGimeros sistemas para resolver ODEs disponiveis.
Normalmente, os “integradores” de ODEs trabalham com sistemas
de equacdes diferenciais de primeira ordem.

O primeiro passo é transformar a equacdo de movimento em um
sistema de equacdes de primeira ordem.
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L Métodos Numéricos

Mudanca de Variadveis

A equacio de movimento para um oscilador harménico é:
mx + cx + kx = f(t).
Introduzimos as variaveis

x1(t) = x(t) e xa(t) = x1(t) = x(t).
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L Métodos Numéricos

Mudanca de Variadveis

A equacio de movimento para um oscilador harménico é:
mx + cx + kx = f(t).
Introduzimos as variaveis
x1(t) = x(t) e xa(t) = x1(t) = x(t).
A equacdo de movimento torna-se
mxo + cxo + Kx1 = f(t),

com xa(t) = xi(t).
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L Métodos Numéricos

Mudanca de Variadveis

A equacio de movimento para um oscilador harménico é:
mx + cx + kx = f(t).
Introduzimos as variaveis
x1(t) = x(t) e xa(t) = x1(t) = x(t).
A equacdo de movimento torna-se
mxo + cxo + Kx1 = f(t),

com xa(t) = x1(t). Na forma de um sistema de ODEs de 12 ordem,

temos
{)'(2 = (f(t) —oxx — kx1)/m

5(1 = X2
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L Métodos Numéricos

Forma Vetorial

E conveniente expressar o sistema de ODEs na forma vetorial,

— —

X = F(X,t),
=l %=1
X2 X2

e [RO] ()
F(X,t)= [F;(t)] - ll(f(t) — X2 — HXl)-]

m

com
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L Métodos Numéricos

Métodos de Runge-Kutta

Na maioria dos integrados, o avanco no tempo da solucdo é da
forma

Xiy1 = X; + Ax;,
onde x; = x(t;), xj+1 = x(tiy1), tix1 = ti + At;. A magica estd em
calcular Ax; adequadamente.
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L Métodos Numéricos

Métodos de Runge-Kutta

Na maioria dos integrados, o avanco no tempo da solucdo é da
forma

Xiy1 = X; + Ax;,
onde x; = x(t;), xj+1 = x(tiy1), tix1 = ti + At;. A magica estd em
calcular Ax; adequadamente.

Normalmente, para integrar de 0 a T, divide-se o tempo total em n
intervalos de duracdo At = T /n, assim

tp =0, =At,...t;=IiAt,..., T = nAt.
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L Métodos Numéricos

Métodos de Runge-Kutta

Na maioria dos integrados, o avanco no tempo da solucdo é da
forma

Xiy1 = X; + Ax;,
onde x; = x(t;), xj+1 = x(tiy1), tix1 = ti + At;. A magica estd em
calcular Ax; adequadamente.

Normalmente, para integrar de 0 a T, divide-se o tempo total em n
intervalos de duracdo At = T /n, assim

tp =0, =At,...t;=IiAt,..., T = nAt.

Nos métodos de Runge-Kutta, constréi-se uma férmula que coincide
com a expansdo em série de Taylor da funcio até a ordem k,
A2 A

X(t+At):X(t)—l—i(At—f—)'%T—k'XT—i—...
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L Métodos Numéricos

Métodos de Runge-Kutta

Nas férmulas de Runge-Kutta, sdo determinados coeficientes que
calculam as expressBes acima recursivamente, sem a necessidade do
calculo de derivadas de ordem superior.
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L Métodos Numéricos

Métodos de Runge-Kutta

Nas férmulas de Runge-Kutta, sdo determinados coeficientes que
calculam as expressBes acima recursivamente, sem a necessidade do
calculo de derivadas de ordem superior.

Por exemplo, o método de Runge-Kutta de quarta ordem &,
partindo da condicdo inicial

calcular recursivamente

1r- . L
Xit1 :Xi+6 |:K1+2K2+2K3+K4a

com Ki, K, K3, K4 calculados como a seguir.
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Métodos de Runge-Kutta

Método de Runge-Kutta de quarta ordem,

Ki = hF(X;, 1),

Ky = hF(X; + ;Kl,t + ;h)
Ks = hﬁ()?,-+%i?2,t;+%h),
Ka = hF(X; + Ks, tii),

com h = At.
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L Métodos Numéricos

Métodos de Runge-Kutta

Método de Runge-Kutta de quarta ordem,

Ki = hF(X:, t;),

- - 1- 1
Ky = hF(Xi + = Kl,t +2h)
5 - 1
Ks :hF(X,-+§K2,t,-+§h),
K :hﬁ()a+K3,ti+i),

com h = At.

Observacdo: Os sistemas computacionais modernos normalmente
implementam métodos muito mais sofisticados do que isto, que ja é
bem bom.
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