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L Introducio

Introducio

Baseada em Transformadas de Laplace;
Técnica tipica de Controle;
Relaciona entrada e a saida de um sistema mecanico;

Permite o tratamento isolado:

m Entrada;
m Sistema;
m Saida;

Converte o problema diferencial em um problema algébrico;

Nunca vamos fazer transformadas “na mio”;
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L Introducio

Definicado

Funcdo de Transferéncia

A Funcio de Transferéncia de uma equacio diferencial linear e
invariante no tempo é a razdo entre as transformadas de Laplace da
resposta e da funcio forcante, supondo condices inciais nulas.
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L Revisdo

Transformada de Laplace

Supondo f(t) definida para qualquer t > 0, definimos

Transformada de Laplace

A Transformada de Laplace é dada por

CIF(E)] = F(s) = /0 T oSt (t) dt

A variavel s & uma variavel auxiliar, geralmente complexa, chamada

de Variavel de Laplace, e et & o nicleo da transformada.
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L Revisdo

Transformada Inversa

Para encontrar f(t) a partir de uma transformada F(s), aplicamos a

Transformada Inversa

A Transformada Inversa de Laplace é dada por

o+ioco
LYF(s)] = - / F(s)e® ds = £()u(t)

27 =0—io0

Onde

1 t>0
u(t) = 4 & para t >
0, parat <0

e o € um valor a direita de todas as singularidades de F(s).
Observacdo: Isto & muito raramente usado na pratica.
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Propriedades

Da linearidade da integrac3o:

Llaah(t) + azfr(t)] = en L[A(8)] + a2 L [f(t)]
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L Revisdo

Propriedades

Usando integracdo por partes:

Transformada de Derivadas

2| O] — oy + s (s
B ERORES

dt

L [ddft(zt)} = —£(0) — sf(0) + s2F(s).
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L Revisdo

Propriedades

Teorema do Deslocamento

L[f(t)e™] = F(s— a)
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L Revisdo

Propriedades

Definindo a convolucdo de duas funcdes como

f(t):fl(t)*fg(t):/Otﬂ(T)fg(t—T)dT:/Oofl(T)fg(t—T)dT,

temos que a transformada da convolucio é

Transformada da Convolucio

LA (1) x fa(t)] = Fi(s)Fa(s) = LA(1)] L[f(t)]
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L Transformadas

Tabela

1. e1F(s5) + exG(s) a1 f(1) + cag(1)
2.F(S) fla-t)a
3. F(s)G(s)

lf(f ~ r)g(r) dr = [f(T)g(t 1) dr
n di 1f da’f

4. s"F S‘)*ET"J

= dtj ] dr"

5. _:TTF(S) A!,..[f(ﬂ dr

©)
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L Transformadas

Tabela

1 + at
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L Transformadas

Tabela

14. a sin at
s + a*
15. s cos at
s + a®
a? 1 — cos at

16.
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L Transformadas

Tabela

5
17. 5 5 cosh at
5 a
a )
18. : : sinh at
s — a
a( g2 — a2) at cos at
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L Transformadas

Tabela

2sa
(52 + az)2

s +a
(s + a)? + b2

22—
(s + a)® + b?

23.

(s +a)(s + b)

a

t sin at

e Y cos bt

e “'sin bt

€

—at __ e*br

(b — a)
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L Transformadas

Tabela

s +w : \ -t —bt
24— {(w = a)e™ — (w = b)e
(s +a)(s +b) b -a

1 P e*b: et
e P Yy sy (b—ac—a  (a-blc—b ' (a-ab-0)
. s +w (w— a)e™ (w — b)e™ (w —e)e™

(s +a)(s +Db)(s +¢) (b —a)(c —a) (a-—=>b)(c—=b) (a—-c)(b—¢)
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L Transformadas

Tabela

1 | .
27.% > —e 5 gin wyt
s°+ 2lwys + @ @y
s w,
28. ——e tOl gin( wyt —
52+ 2lwys + w% wde (@q 1)
s + 2w,s Wy _ .
29 * gwn —e el sin(wyt + ¢y)
st 4+ 2ws + o Wy
2 w
30, @h 1 — w_”e*é'w”! Sin(&)dt + ¢|)
s(s? + 2lwys + o7) d
31.% s+ fon e” ot sin(wyt + )

s(s2 + 2lw,s + )
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L Transformadas

Tabela

32,1

-

(0]
Eefefe—
Unit impulse at = 0

—das

33.

Unit step functionat = a
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LSolu(;&o via Transformadas — Caso Geral

Caso Geral

Considerando uma equacio diferencial linear, invariante no tempo,

de ordem n,
d"x(t) d"1x(t)
R
d™mf(t) d’"_lf(t)
m— m—l————— + ... f(t),
b gem bm—1 gem—1 + + bof(t)

tomamos a Transformada de Laplace de ambos os lados.
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LSolu(;&o via Transformadas — Caso Geral

Caso Geral — Solucdo

A transformada é

ans"X(s) 4+ an_15"1X(s) + ...
+ agX(s) + termos iniciais para x(t) =
bms™F () + bm_15™ 1F(s) + ...
+ by F(s) + termos iniciais para x(t),

que € uma expressdo puramente algébrica na qual podemos colocar
em evidéncia X(s) e F(s), para condi¢cdes iniciais nulas.
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LSolu(;&o via Transformadas — Caso Geral

Caso Geral — Funcdo de Transferéncia

Colocando X(s) e F(s) em evidéncia,

{a,,s" +ap_1s" 4. .. ao} X(s) =
{bmsm +bpo1s™T T+ bo} F(s),
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LSolu(;&o via Transformadas — Caso Geral

Caso Geral — Funcdo de Transferéncia

Colocando X(s) e F(s) em evidéncia,

{a,,s" +ap_1s" 4. .. ao} X(s) =
{bmsm +bpo1s™T T+ bo} F(s),

ou
T(s) = X(s)  bms™+ bm_1s™ Y4 ... + by
F(s)  aps"+ap1s"™ 4. ag
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LSolu(;&o via Transformadas — Caso Geral

Caso Geral — Funcdo de Transferéncia

Colocando X(s) e F(s) em evidéncia,

{ans" + ap_15" 4 ... a0} X(s) =
{bms’" + byo1s™ bo} F(s),
ou m m—1
T(S):X(s) _ bps™ + by_1s + ...+ by
F(s) ans" + ap_1s" 14+ ... ag

Se a funcdo de transferéncia de um sistema for conhecida, a saida
pode ser calculada simplesmente como

Input, F(s) Output, X(s)
X(s) = T(s)F(s) ———— > System, T(s) ——
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LVibra(;éo Forcada Amortecida — 1 GL

Sistemas com 1 GL

Especializando para 1 GL,

mx + cx + kx = f(t)
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Sistemas com 1 GL

Especializando para 1 GL,
mx + cx + kx = f(t)
Tomando a transformada da equacio,

mL %] + L [X] + KL [x] = L [F(£)]
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Sistemas com 1 GL

Especializando para 1 GL,
mx + cx + kx = f(t)
Tomando a transformada da equacio,
mL[X] + cL[x] + L [x] = L [f(t)]
ou

m{s?X(s) — sx(0) — x(0)} + c {sX(s) — x(0)} + £X(s) = F(s)
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Sistemas com 1 GL

Especializando para 1 GL,
mX + cx + kx = f(t)
Tomando a transformada da equacio,
mL[X] + cL[x] + L [x] = L [f(t)]
ou
m{s?X(s) — sx(0) — x(0)} + c {sX(s) — x(0)} + £X(s) = F(s)
ou ainda,

(ms® + cs + k) X(s) — (msx(0) + mx(0) + sx(0)) = F(s)
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Sistemas com 1 GL — Funcdo de Transferéncia

Para condicdes iniciais nulas,

_ Li[saida]  X(s)
T(s) = L[entrada]  F(s)
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LVibra(;éo Forcada Amortecida — 1 GL

Propriedades da Funcio de Transferéncia

m N3o usamos o fato de 7(t) ser periédica!

m T(s) é uma propriedade do sistema, independe das fun¢des de
entrada e saida.

m Sistemas fisicos diferentes podem ter a mesma funcio de
transferéncia.

m E relativamente mais facil medir a funcdo de transferéncia do
que medir os parametros fisicos diretamente.

m Em vibracdes pode ser interessante medir a funcio de
transferéncia da aceleracdo, s2X(s)/F(s).

m A funcdo de transferéncia é uma func¢do complexa! (s é uma
variavel complexa.)
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Resposta Usando Funcdes de Transferéncia

Para condicdes iniciais nulas,

_ F(s) _ F(s)
X(s) = ms®+cs+r  m(s2+ s+ £)
ou F(S)

X(s) =

Podemos resolver isto analiticamente, conforme o livro, mas eu
prefiro uma coisa diferente.

m (52 + 2Cwps + w?)
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LFun(,:éo de Transferéncia em Frequéncia

Funcdes de Transferéncia em Frequéncia

A resposta no regime permanente para uma excitacdo
harmoénica € um deslocamento harménico.

A resposta tem amplitude (& claro) e fase diferentes da
excitagao.

Tanto a amplitude quanto a fase sdo funcdes da frequéncia de
excitacao.

Vamos representar todas as funcées harménicas por fasores.
O fasor de entrada é M;sin(wt + ¢;), ou simplificadamente,
M;(w)e'®i, onde a frequéncia fica subentendida!.

Como a saida &€ também um fasor, vamos considerar que o
sistema é uma funcio que transforma o fasor de entrada em
um fasor de saida M,(w)e'®0.
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LFunt;éo de Transferéncia em Frequéncia

Sistema Fisico

x(f) = M, cos (ot + ¢,) = M (w)e'® )

ft) = M, cos (wt + ¢;) = M{w)e'®()
(a) Physical system
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LFunt;éo de Transferéncia em Frequéncia

Diagrama de Blocos

M; (a)) eltlow) Mx(w) el (©) 5 Mo(w)ei(bv(‘”)
f1) x(t)

| M, i M,= MM
|
|
O\/ | U |
- H
¢ <i>, + ¢y
Input Output

(b) Block diagram
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LFunt;éo de Transferéncia em Frequéncia

Funcdes de Transferéncia em Frequéncia

m Multiplicar um fasor por outro de mesma frequéncia altera sua
fase e amplitude, mas n3o a frequéncia.

m O efeito do sistema pode ent3o ser representado pela
multiplicacdo por um fasor.
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LFunt;éo de Transferéncia em Frequéncia

Funcdes de Transferéncia em Frequéncia

m Multiplicar um fasor por outro de mesma frequéncia altera sua
fase e amplitude, mas n3o a frequéncia.

m O efeito do sistema pode ent3o ser representado pela
multiplicacdo por um fasor.

Assim, . . '
Mo(w)e’%(w) = Ms(w)e’¢5(”) M;(w)e’¢’(“)
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LFunt;éo de Transferéncia em Frequéncia

Funcdes de Transferéncia em Frequéncia

m Multiplicar um fasor por outro de mesma frequéncia altera sua
fase e amplitude, mas n3o a frequéncia.

m O efeito do sistema pode ent3o ser representado pela
multiplicacdo por um fasor.

Assim, . . '
Mo(w)e’%(w) = Ms(w)e’¢5(”) M;(w)e’¢’(“)

ou
Mo(w)e®®@) = M (w)M;(w)e19s)+ei(@)}
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LFunt;éo de Transferéncia em Frequéncia

Funcdes de Transferéncia em Frequéncia

m Multiplicar um fasor por outro de mesma frequéncia altera sua
fase e amplitude, mas n3o a frequéncia.

m O efeito do sistema pode ent3o ser representado pela
multiplicacdo por um fasor.

Assim, . . '
Mo(w)e’%(w) = Ms(w)e’¢5(”) M;(w)e’¢’(“)

ou
Mo(w)e®®@) = M (w)M;(w)e19s)+ei(@)}

E claro ent3o que:

Ms(w) = - e Ps(w) = Po(w) — Pi(w).
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LFunt;éo de Transferéncia em Frequéncia

Funcdo de Transferéncia em Frequéncia

Por conveniéncia notacional, definimos a funcio de transferéncia
em frequéncia,
T(iw) = My(w)e®«).
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LFunt;éo de Transferéncia em Frequéncia

Funcdo de Transferéncia em Frequéncia

Por conveniéncia notacional, definimos a funcio de transferéncia
em frequéncia,
T(iw) = My(w)e®«).

Podemos obter a funcdo de transferéncia em frequéncia a partir da
funcdo de transferéncia para um sistema m, ¢, k,

1
ms? +cs+ K’

T(s) =

simplesmente fazendo s = jw,

1

T(w)= —
(iw) K — mw? + jwc
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LFunt;éo de Transferéncia em Frequéncia

Funcdo de Transferéncia em Frequéncia

Igualando a expressdo anterior a funcdo de transferéncia em
frequéncia,

1 .
T(iw) = - M ips(w) _
(i) K — mw? + jwc s(w)e

M, (w)e®o(«)
Mi(w)ei¢i(w) ’
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LFunt;éo de Transferéncia em Frequéncia

Funcdo de Transferéncia em Frequéncia

Igualando a expressdo anterior a funcdo de transferéncia em
frequéncia,

1 .
T(iw) = - M ips(w) _
(i) K — mw? + jwc s(w)e

M, (w)e®o(«)
Mi(w)ei¢i(w) ’

isto ocorre quando
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LFunt;éo de Transferéncia em Frequéncia

Funcdo de Transferéncia em Frequéncia

Observamos facilmente que a magnitude de T(iw) &,

1

Ms(s) = I T(iw)l = V(k — mw?)? + (cw)?

e 0 angulo de fase é

0 - (5

mw? — K
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LFunt;éo de Transferéncia em Frequéncia

Funcdo de Transferéncia em Frequéncia

Observamos facilmente que a magnitude de T(iw) &,

1
V(k — mw?)? + (cw)?

Mi(s) = | T(iw)| =

e 0 angulo de fase é

¢s(w) = arctan <mw(;w>

— K

Observacio: Apesar de feito para um oscilador harménico
amortecido, o procedimento é valido para qualquer equacio
diferencial linear, invariante no tempo, de ordem n.
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L Representacdo Grafica

Representacdo Gréfica

Para forcantes harménicos, a resposta € harménica;

]
m Pode ser representada pela amplitude e fase;

m Ambos variam com a frequéncia de excitac3o;
]

E conveniente mostrar ambas grandezas em funcdo da
frequéncia de excitacdo;

Isto descreve completamente a dindmica de um oscilador
harmoénico, para o regime permanente apenas!

Graficos padrio sdo usados na indistria;

m Como a escala de variacdo de amplitudes e frequéncias pode
ser muito grande, naturalmente usa-se escalas logaritmicas.
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L Representacdo Grafica

Diagrama de Bode

A maneira mais classica de representar a resposta de um sistema é
através do Diagrama de Bode.

m 2 graficos: T(iw) x we ¢ X w;

m Ambas as escalas sdo logaritimicas para os dois graficos;

m Usa-se decibel como unidade;

m O decibel é sempre um medida relativa;

m A funcio de transferéncia mede a relacdo entre amplitudes;
Value of N 0.001 0.01 0.1 0.5 1 \/5 2 10 100 1000

5 SIm

dB Value —60 —40 —20 —6 0 3 6 20 40 60




Vibracdes Mecéanicas
LVibrat;So Forcada — Funcdes de Transferéncia

L Representacdo Grafica

E

Para um sistema com func3o de transferéncia

2

wn
1
$2 + 2Cwps + w2’ (1)

T(s) =

podemos obter a funcdo de transferéncia em frequéncia
substituindo s por jw,

w2

(iw)? + 2Cw,:,(iw) + w2’ (2)

T(iw) =

ou, alternativamente

1

T(iw)= ——.
(iw) 1—r24i2(r



Vibracdes Mecéanicas
LVibrat;So Forcada — Funcdes de Transferéncia

L Representacdo Grafica

E

A magnitude da fun¢do de transferéncia é

1
V=)0

(4)

O angulo de fase é

¢ = arctan 12§r2‘ (5)

Plotando o log das funcdes acima em funcdo da frequéncia, temos,
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L Representacdo Grafica

Diagrama de

Magnitude M—>

1.0
0.8

0.6
0.4

0.2

0.1
0.08
0.06

0.04

0.02

0.01
0.1

Bode — Frequéncia

20

=20

—40

0.2

0.4 0.6 081 2 4 6 8

—_— 0w, ——

(a) Magnitude

10

—— 201log,y M (dB)
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L Representacdo Grafica

Diagrama de Bode — Frequéncia

0.1 0.2 0.4 0.6 081 2 4 6 8 10
wlw, —

(b) Phase
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