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Vibracdes Mecéanicas
LVibrat;So Forcada

L Introducio

Introducio

m Na vibracdo forcada energia é adicionada ao sistema;
m Tanto forca quanto deslocamentos podem ser impostos;
m Tipos de excitac3o:
m Harménica;
m Periédica ndo harmonica;
m Nio periddica;
m Aleatdria;
m Pode ocorrer ressonancia;
m A resposta harménica é o fundamento de todo o estudo.
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L Introducio

Equacdo de Movimento

Do DCL,

mx + cx + kx = F(t),

|

A1)
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L Introducio

Equacdo de Movimento

Do DCL,
mx + cx + kx = F(t),
kx ck
T T a solucdo desta EDO ¢é a

solugdo xx(t) da equagdo

I _l homogénea

(1) mX+CX+K/X:0

)

somada com a solucdo
particular x,(t).



Vibracdes Mecéanicas
LVibrat;So Forcada

L Introducio

Regimes Transiente e Permanente

m Sempre que ha

500 amortecimento, xp(t) — 0!
o ANVANANIPEN .
(VAR AR

: m A solugdo x(t) portanto

» torna-se x,(t) apenas;

VA NVANIVA

0 m A solucdo total € uma
VvV vV vV \ and _
combinacio dos regimes
0= 50+ o0 :
. AN AN a2 transiente permanente;

YR VARV

m Muitas vezes na engenharia
consideramos apenas o
regime permanente.
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L_Sistemas ndo amortecidos

Solugdo Homogeénea

Considerando que o amortecimento é nulo, sob uma forca
harménica
F(t) = Fycoswt,

a equacio de movimento é
mx 4+ kx = Fpcoswt,
cuja solucdo da equacdo homogénea &, obviamente,

xp(t) = Gicoswut + Cosinwpt
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L_Sistemas ndo amortecidos

Solucdo Particular

Supondo que a solucdo particular seja
Xp(t) = X coswt,
substituimos esta solucdo na equacio particular, obtendo
—mw?X coswt + kX coswt = Fq coswt.

Claramente
(—mw? + k)X = Fy,

> F 5
X — 0 _ st
k—mw? 11— (w/wp)?
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L_Sistemas ndo amortecidos

Solucdo Geral

A solucdo geral & entdo

) F
x(t) = Gy coswpt + Gysinw,t + % coswt.
K — mw
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L_Sistemas ndo amortecidos

Solucdo Geral

A solucdo geral & entdo

. F
x(t) = G coswpt + Cysinwpt + 702 coswt.
K — mw

Aplicando as condicdes iniciais x(0) = xp e x(0) = Xo, temos

E .
0 C2:ﬁ7

C1=Xo—727
K — mw Wn
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L_Sistemas ndo amortecidos

Solucdo Geral

A solucdo geral & entdo

. F
x(t) = G coswpt + Cysinwpt + 702 coswt.
K — mw

Aplicando as condicdes iniciais x(0) = xp e x(0) = Xo, temos

Fo X0
G=x——"—3, G=—,
K — mw Wn

e, finalmente,

Fo X0 . Fo
x(t)=(x — ———5 ) coswyt + —sinw,t + ———— coswt.
K — mw Wn K — mw
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L_Sistemas ndo amortecidos

Fator de Amplificacdo

Xy

1
1
I
3= i
1
1
|
1
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1
|
Para a solucdo particular, :
1 1
temos: |
1

1! 2 3 4

X 1 0 ! I ' Lt /= (wsy)

= 5 ,
st 1 W i
Wn i
-1 I
1
i
i
1
-2 :
1
|
1
-3 1
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L_Sistemas ndo amortecidos

Resposta para 0 < w/w, <1

F(t) = F,cos wt
\
Fy

RN N
O fator de \/ o

amplificacio é
positivo e a
resposta é em fase x (1) = X cos wt

com a excitacdo. \
X
™ AN
0 >
\/ u \
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L_Sistemas ndo amortecidos

Resposta para w/w, > 1

Hit) = Fycos wt

Fy
\ /_\\ o
O
O fator de \_/ 2m N
amplificacio é
negativo e a
resposta esta em
- N x,(t)= — Xcos ot
oposicio de fase 3 r
excitacdo.
/
/ \2-7/ wt
- X
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L_Sistemas ndo amortecidos — Ressonancia

Resposta para w/w, =1

Isto é, w = wy, ressonéncial
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L_Sistemas ndo amortecidos — Ressonancia

Resposta para w/w, =1

Isto é, w = wy, ressonéncial
A resposta total pode ser reescrita como:

X0 . coswt — coswpt
x(t) = xp coswnt + —05|nw,,t+5st u

2
- (&)
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L_Sistemas ndo amortecidos — Ressonancia

Resposta para w/w, =1

Isto é, w = wy, ressonéncial
A resposta total pode ser reescrita como:

X0 . coswt — coswpt
x(t) = xp coswnt + —05|nw,,t+5st u

2
- (&)

O altimo termo tende para infinito, mas isto ocorre
instantaneamente?
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L_Sistemas ndo amortecidos — Ressonancia

Resposta para w/w, =1

Aplicando a regra de L'Hospital,

(coswt — coswpt)

S

coswt — coswpt

= |im ,
w—rwn 1_<i>2 w—rwn i 1_<£)2
Wn dw Whn
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L_Sistemas ndo amortecidos — Ressonancia

Resposta para w/w, =1

Aplicando a regra de L'Hospital,

d
! Coswt — coswpyt | %(coswt—coswnt)
im = li
W—rWn 1_<i> W—Wn d 1_<£) ’
Wn dw Whn
o que da
| tsinwt wpt ;
im = sinw
w—wn 2% 2 n
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L_Sistemas ndo amortecidos — Ressonancia

Resposta para w/w, =1

A resposta total, na ressonancia, é entdo
X wpt
x(t) = xo coswnt—i— smw,,t—f—étTSmw,,t.
Wn

A forma da solucio particular é:

-
x,(1) -
-
~
-
-
~
~
-
~
~
-
-
-
_
~
~
~
~
-
~
-
-

~
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L_Sistemas n3o amortecidos — Batimento

Resposta Total

Podemos escrever a resposta total para w/w, < 1 como

)
X(t) = Acos(w,,t - (25) + m coswt,
€, para w > wp,
o 5st
x(t) = Acos(wpt — @) 5 COSwt,

1 (w/wn)
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L_Sistemas n3o amortecidos — Batimento

Resposta Total

Podemos escrever a resposta total para w/w, < 1 como

5st
=A nt — P ) )
x(t) cos(wpt — @) + 1= (w/wn)? coswt
€, para w > wp,
x(t) = Acos(wpt — @) — O coswt
1— (w/wn)? ’

Claramente, temos a soma de duas funcdes harménicas de
frequéncias distintas.
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L_Sistemas n3o amortecidos — Batimento

Resposta Total

x(1)

(1)

(b)wi”>1
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L_Sistemas n3o amortecidos — Batimento

Batimento

Se a frequéncia natural e a frequéncia de excitacdo sdo préximas,
pode ocorrer batimento.
Para x(0) =0 e x(0) = 0, a resposta total é

x(t) = R —— coswpt + pr—— coswt,
ou -
o/ Mm
x(t) = W(coswt—coswnt),
ou ainda,
Fo/m . w4 wy W — Wp

t) = 2s tsi t
x(t) R in— in —
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L_Sistemas n3o amortecidos — Batimento

Batimento

Supondo que
Wwh — w = 2e, ek 1,

entdo w ~ w, €
w+ wp & 2w.

Multiplicando estas duas equacdes,

2 2
w;, —w” = 4ew,

e a resposta total torna-se

sin et] sinwt
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L_Sistemas n3o amortecidos — Batimento

Batimento

()
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LSistemas Amortecidos — Excitacdo Harmonica

Forca Harmonica

Se F(t) = Fycoswt, a equag¢do de movimento é

mx + cx + kx = Fycoswt.
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LSistemas Amortecidos — Excitacdo Harmonica

Forca Harmonica

Se F(t) = Fycoswt, a equag¢do de movimento é
mx + cx + kx = Fycoswt.
Introduzindo uma solucdo particular harménica,
xp(t) = X cos(wt — @),
na equacdo de movimento, temos

— mw?X cos(wt — @) — cwXsin(wt — ¢) + kX cos(wt — ¢) =
Fo cos wt,
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LSistemas Amortecidos — Excitacdo Harmonica

Forca Harmonica

Se F(t) = Fycoswt, a equag¢do de movimento é
mx + cx + kx = Fycoswt.
Introduzindo uma solucdo particular harménica,
xp(t) = X cos(wt — @),
na equacdo de movimento, temos

— mw?X cos(wt — @) — cwXsin(wt — ¢) + kX cos(wt — ¢) =
Fo cos wt,

ou

X [(k — mw) cos(wt — ¢) — cwsin(wt — ¢)] = Fy coswt.
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LSistemas Amortecidos — Excitacdo Harmonica

Solucdo Particular

Repetindo,

X [(k — mw) cos(wt — ¢) — cwsin(wt — ¢)] = Fy coswt.
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LSistemas Amortecidos — Excitacdo Harmonica

Solucdo Particular

Repetindo,
X [(k — mw) cos(wt — ¢) — cwsin(wt — ¢)] = Fy coswt.
Expandindo as diferencas, temos

X [(k— mw?)(cos wt cos ¢ + sin wt sin ¢)

— cw(sinwt cos ¢ — coswtsin ¢)] = Fycoswt
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LSistemas Amortecidos — Excitacdo Harmonica

Solucdo Particular

Repetindo,
X [(k — mw) cos(wt — ¢) — cwsin(wt — ¢)] = Fy coswt.
Expandindo as diferencas, temos

X [(k— mw?)(cos wt cos ¢ + sin wt sin ¢)

— cw(sinwt cos ¢ — coswtsin ¢)] = Fycoswt

e rearrumando

X [(k — mw?) cos ¢ + cwsin ¢] coswt +

X [(k — mw?)sin ¢ — cw cos ¢] sinwt = Fy coswt.
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LSistemas Amortecidos — Excitacdo Harmonica

Solucdo Particular

Igualando os termos em wt,

X [(k— mw?) cos ¢ + cwsin ¢] coswt = Fycoswt
X [(k— mw?) sin ¢ — cw cos ¢ sinwt =0
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LSistemas Amortecidos — Excitacdo Harmonica

Solucdo Particular

Igualando os termos em wt,

X [(k— mw?) cos ¢ + cwsin ¢] coswt = Fycoswt
X [(k— mw?) sin ¢ — cw cos ¢ sinwt =0

Resolvendo para X,

Fo

X = 1
[(k — mw?)2 + c2w?]?
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LSistemas Amortecidos — Excitacdo Harmonica

Solucdo Particular

Igualando os termos em wt,

X [(k— mw?) cos ¢ + cwsin ¢] coswt = Fycoswt
X [(k— mw?) sin ¢ — cw cos ¢ sinwt =0

Resolvendo para X,

e da segunda equacio,

cw
¢ = arctan <2> .
K — mw



Vibracdes Mecéanicas
LVibrat;éo Forcada

LSistemas Amortecidos — Excitacdo Harmonica

Solucdo Particular

Resumindo, a solucdo particular é
xp(t) = X cos(wpt — ¢),

com
Fo

X = :
[(k — mw?)? + c2w?]?
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LSistemas Amortecidos — Excitacdo Harmonica

Solucdo Particular

Resumindo, a solucdo particular é

xp(t) = X cos(wpt — ¢),
com
Fo

[(k — mw?)2 + C2w2]%

cw
¢ = arctan <2> .
R — mMw

X —
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LSistemas Amortecidos — Excitacdo Harmonica

Solucdo Particular — Forma adimensional

Introduzindo as variaveis

K
Wn =1/ "7
m

C

c c c
= = = . — = 2 n,
¢ cc  2mwn,  2v/mk’ m w
F
6St — 707 e
w
r=—,
Wn
obtemos
X 1 2
M="-= e ¢—arctan< (r2>
st \/(1 —r2)2 4+ (2¢r)? 1—r
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Solucdo Particular — Representacido Grafica

F(1), x,{1)

f(r)

(0]
\)/’
—> 4—277 |

(a) Graphical representation

7(1)[
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Solucdo Particular — Representacdo Vetorial

coX

mw* X

Reference
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LSistemas Amortecidos — Excitacdo Harmonica

Fator de Amplificacdo

A
|

2.4 e
|
|
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I
~

L =01

X
St

N
o
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\
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(e}

i
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LSistemas Amortecidos — Excitacdo Harmonica

Angulo de Fase

=100
/
T T ‘
=/0.05 j =025
180° '
£=0.50 —
o 1507 ¢=10 - a—
y (=20 ]
K>} o T
=n 120°[—¢ = 5.0 g/
g =50 il
g 90° X
]
£ =120
= 600 A —(
IS

[}
—
(=]

1=

. /ﬁ—sﬂo.zs

30 O — =005
< 2= 000

0 05110 15 20 25 30

g:o.oj

F tio: = 2
requency ratio: r = g
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LSistemas Amortecidos — Excitacdo Harmonica

Fator de amplificacdo

Principais caracteristicas:

m O comportamento de reduz ao de um sistema n3o amortecido
para ( = 0.

m Qualquer valor de amortecimento diminui o fator de
amplificacdo para todas as frequéncias.

m Para um dada frequéncia, aumentar o amortecimento reduz a
amplificacdo.

m Para uma forca constante, r — 0, M — 1.

m A reducdo de amplitude é muito importante préxima da
ressonancia.

m Para frequéncias altas, a amplitude diminui com o aumento da
frequéncia, e M — 0 quando r — .
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LSistemas Amortecidos — Excitacdo Harmonica

Fator de amplificacdo — Valores Especiais

Para 0 < ¢ < 1/v/2, 0 méaximo de M ocorre para

r=4/(1-2¢?) ou w=wsy1-2¢

m O valor maximo de M, para r = /(1 — 2¢?), é
1
MmaX =
20/1- 2
m Parar =1,
1
M=
2¢
m Para ( = % % =0 para r =0. Se r > 0, M decresce

monotonamente.



Vibracdes Mecéanicas
LVibrat;&o Forcada

LSistemas Amortecidos — Excitacdo Harmonica

Angulo de Fase

m Para ( =0, a resposta estd em fase para w < w, e 180° fora
de fase para w > wp.

mPara(>0e0<r<1,0<¢<90° isto & a resposta esta
atrasada em em relacdo 3 excitacio.

mPara(>0er>1,90° < ¢ < 180° isto &, a resposta esta
adiantada em em relacdo a excitacio.

m Para(>0er=1, ¢ =90° a resposta é ortogonal a
excitacdo.

mpara ( >0er— 0o, ¢ — 180° e a resposta tende a ficar em
oposicdo de fase com a excitac3o.
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LSistemas Amortecidos — Excitacdo Harmonica

Resposta Total

A solucdo total é dada por
x(t) = xp(t) + xp(t),
no caso, para um sistema subamortecido,

x(t) = Xge %"t cos(wyt — ¢p) + X cos(wnt — ¢),
wg = /1= C2wn,

com Xy e ¢g determinados a partir das condicdes iniciais, usando
esta equaciol.
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LSistemas Amortecidos — Excitacdo Harmonica

Condicdes Iniciais

O deslocamento é
x(t) = Xoe~¢“nt cos(wgt — ¢o) + X cos(wnt — B),
e a velocidade,
x(t) = =Xp |Cwne ¥t cos(wat — o) 4+ waye ¥t sin(wyt — qﬁo)] +
— wpX sin(wpt — @).
Tomando x(t = 0) = xp e x(t = 0) = X, temos que

Xo = Xg cos ¢g + X cos ¢,
X0 = —CwnpXg €os Pg + wgXo sin pg + wX sin ¢,

e, resolvendo para Xp e ¢y,
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LSistemas Amortecidos — Excitacdo Harmonica

Condicdes Iniciais

temos

N[ =

Xo = |(xo — X cos qﬁ)2 + — (Cwpxo + X0 — CwpX cosp — wX sin gf))z

1
2
Wy

CwnXxo + Xg — CwpX cosp — wXsin @
wg(xo — X cos @)

¢g = arctan
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LFator de Qualidade

Fator de Qualidade

Para amortecimentos muito
pequenos, (¢ < 0.05),
1

()™ (5.

R1, R», sdo os pontos de meia
poténcia. (AW = tcwX?)
R> — Ry: largura de banda
(bandwidth)

X

6st

X

5st

=Q

|
‘r__
|
|

Bandwidth

L]

§E|€

R, 10 R,

Half-power points
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Céalculo das Raizes

Para Ry e R»,

o que leva a

= (2-4¢%) +(1-8¢%) =0

Resolvendo para r? e r2, temos

My =1-2C 201+ (2

Para baixo amortecimento,

2 2
:R12: <w1> ~1-2¢ e r22:R22: ((uz) ~ 142C.
Wn Wn
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LFator de Qualidade

Céalculo das Raizes

Para Ry e R»,

o que leva a

= rP2 -4+ (1 -8 =0.

Resolvendo para r? e r2, temos

oy =1—2C 201+

Para baixo amortecimento, e definindo w; = w|g, € w2 = w|g,,
temos

2 2
rP=R?= <Zj1> ~1-2¢ e r3=R; = (:f) ~ 142C.

n n
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Relacdo com ¢

Da definicdo,

2 2 2 2\ 2 2
wy —wi = (R — R )w;, = 4wy,
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LFator de Qualidade

Relacdo com ¢

Da definicdo,
2 2 (p2 2y, 2 2
wy —wi = (Ry — Ry)wy, = 4Cwp,
mas, é claro que

w3 — wi = (w2 + wi) (w2 — wi),
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LFator de Qualidade

Relacdo com ¢

Da definicdo,
2 2 2 2y, 2 2
wy —wi = (Ry — Ry)wy, = 4Cwp,
mas, é claro que
2 2 _
wh — wi = (w2 + w1)(w2 — w1),

e da “simetria”,
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LFator de Qualidade

Relacdo com ¢

Da definicdo,
2 2 (p2 2y, 2 2
wy —wi = (Ry — Ry)wy, = 4Cwp,
mas, é claro que

w3 — wi = (w2 + wi) (w2 — wi),

e da “simetria”,
wy + w1 = 2wy,

entdo
2wp(wy —wy) = 4(w%,
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Relacdo com ¢

Da definicdo,
2 2 (p2 2y, 2 2
wy —wi = (Ry — Ry)wy, = 4Cwp,
mas, é claro que

w3 — wi = (w2 + wi) (w2 — wi),

e da “simetria”,
wy + w1 = 2wy,

entdo
2wp(wy —wy) = 4(w%,

o que leva a

Aw = wy — wy = 2¢wp, e — =Q= =



Vibracdes Mecéanicas
LVibrat;So Forcada

L Excitacdo Complexa

Resposta sob F(t) = Foe'@t

Supondo que F(t) = Foe™™t, a equacdo de movimento é

mx + cx + kx = Fye'™t,
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L Excitacdo Complexa

Resposta sob F(t) = Foe'@t

Supondo que F(t) = Foe™™t, a equacdo de movimento é
mx + cx + kx = Fye'™t,

se a solucdo particular é tomada como x,(t) = Xe'™*, com X
complexo, temos
Fo

X = .
(k — mw?) + icw
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L Excitacdo Complexa

Resposta sob F(t) = Foe'@t

Supondo que F(t) = Foe™™t, a equacdo de movimento é
mx + cx + kx = Fye'™t,

se a solucdo particular é tomada como x,(t) = Xe'™*, com X
complexo, temos
Fo

X = .
(k — mw?) + icw

Normalizando,

KR — mw2 . cw

(5 — mw?)? + 2w? I(FL — mw?)? + c2w?

X = Fo
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L Excitacdo Complexa

Forma Exponencial

Como a+ bi = Ae®, onde A = /a? + b2 e ¢ = arctan(b/a), temos
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L Excitacdo Complexa

Forma Exponencial

Como a+ bi = Ae®, onde A = /a? + b2 e ¢ = arctan(b/a), temos

F ,
X = 0 _e~'® com ¢ = arctan (sz) :
[(k — mw?)? + c2w?]? K — mw
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L Excitacdo Complexa

Forma Exponencial

Como a+ bi = Ae®, onde A = /a? + b2 e ¢ = arctan(b/a), temos

F ,
X = 0 _e~'® com ¢ = arctan (sz) :
[(k — mw?)? + c2w?]? K — mw

A solucdo permanente é entdo

xp(t) = fo el(wt=9)

[(k — mw?)? + C2w2]%
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L Excitacdo Complexa

Resposta Complexa em Frequéncia

Da amplitude complexa

rkX 1

B = H(iw).
R~ 1-rriac W)
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L Excitacdo Complexa

Resposta Complexa em Frequéncia

Da amplitude complexa

kX 1
Fo 1—r2+i2r
A magnitude de H(iw) é

= H(iw).

=X 2 !

|H(iw)| = Fo (- 2+ (2(r)2]%

)

e é claro que

; 2
H(iw) = |H(iw)|e™™®, com ¢ = arctan (1 Cr2> :
r
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L Excitacdo Complexa

Resposta Complexa em Frequéncia

Da amplitude complexa

kX 1
Fo 1—r2+i2r
A magnitude de H(iw) é

= H(iw).

=X 2 !

|H(iw)| = Fo (- 2+ (2(r)2]%

)

e é claro que

; 2
H(iw) = |H(iw)|e™™®, com ¢ = arctan (1 Cr2> :
r

A solucdo particular pode ser escrita entdo como

Fe : i(wt—
xp(t) = ;O|H(lw)\e( t=9),
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L Excitacdo Complexa

Resposta Complexa em Frequéncia

A resposta complexa em frequéncia contém tanto a amplitude
quanto a fase da resposta.
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L Excitacdo Complexa

Resposta Complexa em Frequéncia

A resposta complexa em frequéncia contém tanto a amplitude
quanto a fase da resposta.
Se F(t) = Fycoswt, a solugdo particular & a parte real

xp(t) =R [IZ)H(iw)eiwt] — R [Z)‘H(iw)‘ei(wt—@
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L Excitacdo Complexa

Resposta Complexa em Frequéncia

A resposta complexa em frequéncia contém tanto a amplitude
quanto a fase da resposta.
Se F(t) = Fycoswt, a solugdo particular & a parte real

F, , F .
xp(t) = R [OH(iw)e’“t] =R [O\H(iw)\e'(wt—ﬂ
K K
Se F(t) = Fysinwt, a solugdo particular é a parte imagindria:

xp(t) = [FOH(,-w)eiwt] - [F()|H(iw)|e’.(”t¢)}
k K
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L Excitacdo Complexa

Representacdo Vetorial Complexa

Temos que:

Deslocamento = x,(t) = —|H(/w)|e’(°” #)
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L Excitacdo Complexa

Representacdo Vetorial Complexa

Temos que:

Deslocamento = x,(t) = —|H(/w)|e’(°” #)

Velocidade = x,(t) = /w£|H(/w)|e’(“’t ) = jwx,(t)
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L Excitacdo Complexa

Representacdo Vetorial Complexa

Temos que:

Deslocamento = x,(t) = —|H(/w)|e’(°” #)
Velocidade = x,(t) = Iw£|H(/w)|e’(“’t ¢) — = iwxy(t)

F
Aceleracdo = X,(t) = —w2;O|H(iw)|e’(“t—¢) = —w?x,(t)
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L Excitacdo Complexa

Representacdo Vetorial Complexa

Temos que:

Deslocamento = x,(t) = —|H(/w)|e’(”t 2
F
Velocidade = x,(t) = /w—|H(/w)|e’(“’t ) = jwx,(t)
F, ,
Aceleracdo = X,(t) = —w2—O|H(iw)|e’(“t_¢) = —w?x,(t)
K

A velocidade precede o deslocamento em 7/2 radianos, e a
aceleracdo precede o deslocamento em 7 radianos.
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L Excitacdo Complexa

Representacdo Gréfica

mi(1) \)/U“M
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L Movimento da Base

Movimento da Base

A excitacdo do sistema também pode ser feita por movimento da

base. L
X
+x T +x
. |
k = e Wt) = Y sin ot kK(x—y) ci—¥)

t

Base
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L Movimento da Base

Equacdo de Movimento

A equacdo de movimento é

mx + c(x —y)+r(x —y) =0.
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L Movimento da Base

Equacdo de Movimento

A equacio de movimento é
mx + c(x —y)+r(x —y) =0.
Supondo que y(t) = Ysinwt,
mx + cx + kx = cy + kx = cwY coswt + kY sinwt

ou
mX + cx + kx = Asin(wt — ),

onde A=Y /k?+ (cw)?, e a = arctan(—cw/k).
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L Movimento da Base

Equacdo de Movimento

A equacio de movimento é
mx + c(x —y)+r(x —y) =0.
Supondo que y(t) = Ysinwt,
mx + cx + kx = cy + kx = cwY coswt + kY sinwt

ou
mX + cx + kx = Asin(wt — ),

onde A=Y /k?+ (cw)?, e a = arctan(—cw/k).

Conclusdo: o movimento base corresponde a aplicacdo de uma
forca de amplitude A, “atrasada” de um angulo «.
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L Movimento da Base

Solucdo Particular

Para uma forca harménica F(t) = Fypsinwt,

F
xp(t) = 0 - sin(wt—¢1); tan g1 = %
[(k — mw?)? + c2w?]? K — mw
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L Movimento da Base

Solucdo Particular

Para uma forca harménica F(t) = Fypsinwt,

F
xp(t) = 0 - sin(wt—¢1); tan g1 = %
[(k — mw?)? + c2w?]? K — mw

Se a forca é atrasada de «, isto &, F(t) = Fosin(wt — ), a
resposta atrasa do mesmo valor!
Fo

xp(t) = o m?) 4 C2w2]% sin(wt — ¢1 — ).
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L Movimento da Base

Solucdo Particular

Para uma forca harménica F(t) = Fypsinwt,

F
xp(t) = 0 - sin(wt—¢1); tan g1 = Ciw2
[(k — mw?)? + c2w?]? K — mw

Se a forca é atrasada de «, isto &, F(t) = Fosin(wt — ), a
resposta atrasa do mesmo valor!
Fo

xp(t) = o m?) 4 C2w2]% sin(wt — ¢1 — ).

1
No caso, Fp = Y (k2 + (cw)?) 2, entdo

YR (wP):
xp(t) = (r— ma?y 4 c2w2]% sin(wt — ¢1 — ).
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L Movimento da Base

Solucdo Particular

A solucdo particular € uma funcdo harmbnica,

1
K2+ (cw)? 2
(k — mw?)? + c2w?

xp(t) =Y sin(wt — ¢1 — ),

que pode ser escrita como
Xp(t) = X sin(wpt — ¢)

com

N[

= e o=¢1+a.

X K2 + (cw)?
Y (k — mw?)? + c2w?
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L Movimento da Base

Transmissibilidade de Deslocamento e Angulo de Fase

A transmissibilidade de deslocamento X /Y pode ser reescrita como

X K2 + (cw)? : _ 1+ (2¢r)? :
Y (k — mw?)? + c2w2] N [(1 —r2)2 4+ (2¢r)?
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L Movimento da Base

Transmissibilidade de Deslocamento e Angulo de Fase

A transmissibilidade de deslocamento X /Y pode ser reescrita como

X K2 + (cw)? : _ 1+ (2¢r)? :
Y (k — mw?)? + c2w2] N [(1 —r2)2 4+ (2¢r)?

O angulo de fase ¢ é dado por

tan ¢ + tana — s+ =
tan ¢ = tan +a)= =
¢ (914 ) l—tangptanay 1 — S —cw’
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L Movimento da Base

Transmissibilidade de Deslocamento e Angulo de Fase

A transmissibilidade de deslocamento X /Y pode ser reescrita como

X K2 + (cw)? : _ 1+ (2¢r)? :
Y (k — mw?)? + c2w2] N [(1 —r2)2 4+ (2¢r)?

O angulo de fase ¢ é dado por

tan ¢ + tana — s+ =
tan ¢ = tan +a)= =
¢ (914 ) l—tangptanay 1 — S —cw’

o que pode ser simplificado para

¢ = arctan < mc2w3 ) = arctan <2§r3> )
k(K — mw?) + (cw)? 14+ (4¢2—-1)r?
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L Movimento da Base

Forma Complexa

Repetindo a analise com y(t) = R(Ye/“!), a resposta do sistema &

1+i2¢r ;
t)= R (5T yper
%(t) (1—r2+i2§r ¢ )
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L Movimento da Base

Forma Complexa

Repetindo a analise com y(t) = R(Ye/“!), a resposta do sistema &

1+i2¢r ;
t i?R —Ylwt
(1) (1—r2+i2§re )

e a transmissibilidade de deslocamento na forma complexa é

é = Ty =1+ (2(r)?)7 |H(iw)),
onde 1
[H(iw)| =

[(1—r2)2 + (242
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L Movimento da Base

Transmissibilidade

<[>~
T I

L —= (=005

~ 3 § : |

= {=0.10

= |

Zo |

R = 0.20

g 3 : ¢ 5

Z £=025

=, |

E | (=10

) |

£ 1

0) 1

g (=050 ¢=1.0

Z 0 1 V2 2 30\ 4
A £=0.05

F fe e W
requency ratio: r = g

n
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L Movimento da Base

Transmissibilidade — Caracteristicas

m 7Ty — 1 quando r — 0;

m Para( =0, Tg > ocoparar=1;

m Para r > /2, T4 < 1, para qualquer ¢;

m Ty =1 para r = /2, para qualquer ¢;

m Para r < v/2, aumentar o amortecimendo diminui Ty;
m Para r > /2, aumentar o amortecimendo aumenta T,;
n

Para sistemas subamortecidos, Ty € maximo para

N[ =

rm:i{\/1+842—1} <1
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L Movimento da Base

Angulo de Fase

o {= 0~
180 7= 0.05
/4: NI
135° /
< Vg= 0.25
i) /
on __
@ ?=0.50 1
@ =1.
= /)
T —
£=0.05
0 (=07 1 2 3

Fre tio: r = 2
quency ratio: r = g,
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L Movimento da Base

Forca Transmitida

A forca transmitida 3 base é

F=k(x—y)+x(x—y)=—mx, T j"

k(x=y) (= 3)
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L Movimento da Base

Forca Transmitida

A forca transmitida 3 base é

+3
F=k(x—y)+x(x—y)=—mx, T N

mas como x(t) = Xsin(w,t — @), m J

F = mwX sin(wpt—a) = Frsin(wnt—a), l l

com Kx—y) c(i— )

Fr = muw?X.
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L Movimento da Base

Transmissilidade de Forca

Como Fr = mw?X, temos 4

Fr =mw?Y

1+ (2¢r)? ]
(- 7P + (347

(Base motion)

FI
kY
~
\_5.
o\
ii R
o .
1\ 8 '
A
-
TR
Q\._
\
FI

(Rotating unbalance)

5

mewy,;

B
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L Movimento da Base

Transmissilidade de Forca

Como Fr = mw?X, temos 4 ;’

2 ¢=01
FT—mw2Y[ 1+(2€r) :| 3 .

(1= PP + (0P

ou

(Base motion)
L
]
S
e =
J_L
ﬁ .
L N
I ’
\ 5 v
(Rotating unbalance)

rl
kY
LS}
\_5_.
A )
L7
\
G\
FI

1 | £ H
Fr_ . 14 (2¢r)? =] gy =T )
v T la e o 28 !
OBS: Em fase com o 0 1 \/‘i 2 3 3

deslocamento da massa!



Vibracdes Mecéanicas
LVibrat;So Forcada

L Movimento da Base

Movimento Relativo

A eq. de movimento é
mX + c(x —y) + K(x —y) =0,

definindo z = x — y como o movimento relativo 3 base, entio
X =Z+y, e eq. de movimento torna-se

mz + ¢z + kz = —my = mw?Y sinwpt.



Vibracdes Mecéanicas
LVibrat;&o Forcada

L Movimento da Base

Movimento Relativo

A eq. de movimento é
mX + c(x —y) + K(x —y) =0,

definindo z = x — y como o movimento relativo 3 base, entio
X =Z+y, e eq. de movimento torna-se

mz + ¢z + kz = —my = mw?Y sinwpt.

Claramente, uma equacdo de movimento em z, para forca
harménica, onde Fo = mw?Y.
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L Movimento da Base

Movimento Relativo

A eq. de movimento é
mX + c(x —y) + K(x —y) =0,

definindo z = x — y como o movimento relativo 3 base, entio
X =Z+y, e eq. de movimento torna-se

mz + ¢z + kz = —my = mw?Y sinwpt.

Claramente, uma equacdo de movimento em z, para forca
harménica, onde Fo = mw?Y.
A solucio é

mz + cz+ kz = —my = mw?Y sinwpt.
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L Movimento da Base

Movimento Relativo

A eq. de movimento é
mX + c(x —y) + K(x —y) =0,

definindo z = x — y como o movimento relativo 3 base, entio
X =Z+y, e eq. de movimento torna-se

mz + ¢z + kz = —my = mw?Y sinwpt.

Claramente, uma equacdo de movimento em z, para forca
harménica, onde Fo = mw?Y.

A solucio é
mz + cz+ kz = —my = mw?Y sinwpt.
A resposta é
2
mw<Y . ]
z(t) = - sin(wt — ¢1) = Zsin(wt — ¢1)

[(k — mw?)? + (cw)?]?
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L Movimento da Base

Movimento Relativo

A amplitude do

movimento relativo é 7 —
, «-Fg:o.oo
7 _ mw<Y z 6 3
IRV(CET oL COC
K — mw cw 2 —~ 010 E
5 | | El
z 4 1 s
ou A =015 2
N[~ 3 1 s
2 £=025 Z
z=Y : T 2 = it
{=1050 <y
V(L= r2)2+(2¢r)? . S

0 05 1.0 1.5 20 25 3.0 35 40

—> =
n
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L Movimento da Base

Movimento Relativo

A amplitude do

movimento relativo é 7 —
<-Fg: 0.00
mw?Y = 6 =
Z = = 5 3 2
= <
\/(m—mw )% + (cw) g oo E
2 | | El
z 4 I s
ou &) =015 =
) N|> 3 — |
y r T , =025 g
= , {=0.50 My
V(L= r2)2+(2¢r)? . S
) | " N (= ‘100
e ¢1 & dado por 0 05 1.0 L5 20 25 3.0 35 40
w
e
cw 2Cr T

tan o1 = =
¢ K—mw? 1—1r2
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L Desbalanceamento Rotativo

Modelo Fisico

STEN
o
71
]
NIEN

'é

ew COS w! y
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L Desbalanceamento Rotativo

Diagrama de Forcas

m ew2 COS Wl <—

2

—_— m ewz CcOS wt

2

4]

% ew? sin ot

2

A forca de excitacdo é F(t) = mew* sinwt.
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L Desbalanceamento Rotativo

Equacdo de Movimento

A equacdo de movimento é

2

MX + cx + kx = mew” sin wt,

que & idéntica a de um sistema submetida a uma forca harménica
de magnitude Fo = mew? e frequéncia w.
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L Desbalanceamento Rotativo

Equacdo de Movimento

A equacdo de movimento é

2

MX + cx + kx = mew” sin wt,

que & idéntica a de um sistema submetida a uma forca harménica
de magnitude Fo = mew? e frequéncia w.

A solucdo particular &, claramente:

Xp(t) = Xsin(wt - ¢) = [?’H(iw)’ei(wt@]

2 .
) [m:‘*’ ]H(iw)]e’(Wt¢)]

Whn

2
=3 n/:;(“’) |H(iw)|e/@t=4)
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L Desbalanceamento Rotativo

Continuando. ..

2
. me [ w i ot
xp(t) = Xsin(wt —¢) =S [M <wn> |H(iw)[e"! ¢)] :
onde,
mew” me (@ \* i eitet—o)
X = r=— | — ] |[H(iw)|e
[(k — Mw?)? + (cw)?]? M \wn
S

¢ = arctan Y .
Kk — Mw?
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L Desbalanceamento Rotativo

Continuando. ..

xp(t) = X sin(wt — ¢) = 3 [’"e < “ )2 ]H(iw)!ei(“t_¢)] ,

onde,

2 2 ,
X = mew = mﬁe <w> |H(iw)|e/@t=9)
[(k = Mw?)? + (cw)?]?

¢ = arctan Y .
Kk — Mw?

Fazendo ( = ¢/cc e cc = 2Muwy,, ficamos com

MX: _ r° _ = P|H(iw)| e ¢:arctan< 202).
me (1= )2+ (207 b
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L Desbalanceamento Rotativo

Caracteristicas

m Todas as curvas comecam em 0.

m A amplitude préxima a ressonancia é muito sensivel ao
amortecimento.

m Para w > w,, MX/me — 1, e 0 amortecimento tem pouco
efeito.

mPara0 < (< 1/\@ o ponto onde ocorre e 0 maximo de
MX / me sdo

1, </\/IX> 1
Imax = - = ;
VT me ) max  20y/1— (2

m Para ( > 1/\@ ndo had um maximo local, MX/me cresce
monotonamente de 0 em r = 0 para 1 com r — o;
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L Desbalanceamento Rotativo

Transmissibildade de Forcas

A forca transmitida para a base pelo desbalanceamento rotativo é
dada por
F(t) = rx(t) + cx(t),

que pode ser calculada como

2 1+ (2¢r)? 2
(1 —1r?)2+(2¢r)?

|F| = mew
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