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LVibrat;&o Livre Ndo Amortecida

L Introducio

Modelo 1 GL — Vibracdo Livre Ndo Amortecida

m Uma dnica coordenada generalizada é suficiente para descrever
a configuracio do sistema;

N3o ha acio de forcas externas;

N3o ha dissipacdo de energia mecénica, energia total
permanece constante;

A amplitude de movimento é portanto constante ao longo do
tempo;
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L Introducio

Modelo 1 GL

Modelo representativo de todos os sistemas com 1 GL.
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L Introducio

Modelo 1 GL

Modelo representativo de todos os sistemas com 1 GL.
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L Introducio

Modelo 1 GL

Rigid floor

’_x@ ([755: m) ’_x(g

k
\ / N
Elastic columns
(mass is negligible) N

(a) Building frame (b) Equivalent spring-
mass system
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L Introducio

Modelo 1 GL

Pushrod
(mass m,,)
Valve
spring

Valve
Roller (mass m,)
follower

Figure 1.32

Cam-followe

eq

Figure 2.2

Equivalent spring-mass system
for the camfollower system of
Fig. 1.32.
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L Introducio

Modelo 1 GL

(a) Idealization of the

tall structure
/
I

m

Figure 2.3

The space needle (structure). (b) Equivalent

spring-mass system
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L Equacdo de Movimento

Equacdo de Movimento

Aplicacdo da segunda lei de Newton:
m Escolher a coordenada generalizada que descreve o sistema;

m Determinar a configuracdo de equilibrio estatico do sistema,
tomar esta posicdo como origem da coordenada generalizada;

m Desenhar um DCL para a massa quando o sistema tem um
deslocamento e velocidades positivas;

m Aplicar a segunda lei de Newton;
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L Equacdo de Movimento

Equacdo de Movimento

Usando a 22 Lei de Newton

+x, X, X
Free length
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—KX = mX,

ou
mx + kx = 0.
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L Equacdo de Movimento

Equacdo de Movimento

Usando o principio de D'Alembert

ou

2.
ou Z
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L Equacdo de Movimento

Equacdo de Movimento

Usando o principio de D'Alembert

ou

S F - mi=0
ou

ZF—i— ;=0
No caso,

—kx—mx =0
ou

mx+rkx=20
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L Equacdo de Movimento

Principio dos Trabalhos Virtuais

Principio dos Trabalhos Virtuais

Se um sistema que esta em equilibrio sob 3 acdo de um conjunto de
forcas é submetido a um deslocamento virtual, o trabalho virtual
total realizado por estas forcas é nulo.
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Principio dos Trabalhos Virtuais

Principio dos Trabalhos Virtuais

Se um sistema que esta em equilibrio sob 3 acdo de um conjunto de
forcas é submetido a um deslocamento virtual, o trabalho virtual
total realizado por estas forcas é nulo.

Deslocamento Virtual

Um deslocamento virtual € um deslocamento infinitesimal,
imaginario, compativel com as restricdes cinematicas do problema.
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L Equacdo de Movimento

Principio dos Trabalhos Virtuais

‘—>3x
}—xﬁﬁ—axﬂ > +ri
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L ] kx —mi

(reactive (inertia
force) force)
(a) Mass under a (b) Free-body diagram
displacement x
Trabalho virtual da forca da mola: dWs = —kxdx

Trabalho virtual da forca de inércia: dW; = —mxdx
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L Equacdo de Movimento

Principio dos Trabalhos Virtuais

‘—>3x
}—xﬁﬁ—axﬂ > +ri

k | 1l i

79

000) m t-——- m ! Pom m -
L ] kx —mi

(reactive (inertia
force) force)
(a) Mass under a (b) Free-body diagram
displacement x
Trabalho virtual da forca da mola: dWs = —kxdx
Trabalho virtual da forca de inércia: dW; = —mxdx

Igualando o trabalho virtual total a zero, temos

—kXOX — mxdx =0
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L Equacdo de Movimento

Principio dos Trabalhos Virtuais

‘—>3x
}—xﬁﬁ—axﬂ > +ri

k | 1l i

79

000) m t-——- m ! Pom m -
L ] kx —mi

(reactive (inertia
force) force)
(a) Mass under a (b) Free-body diagram
displacement x
Trabalho virtual da forca da mola: dWs = —kxdx
Trabalho virtual da forca de inércia: dW; = —mxdx

Igualando o trabalho virtual total a zero, temos
—kx0x — mxdx =0

o que leva a
mx + kx = 0.
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L Equacdo de Movimento

Conservacdo de Energia

Usando a conservacdo da energia mecénica

T + U = cte,
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L Equacdo de Movimento

Conservacdo de Energia

Usando a conservacdo da energia mecénica
T + U = cte,
o que implica em

d
S(T+U0)=0
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L Equacdo de Movimento

Conservacdo de Energia

Usando a conservacdo da energia mecénica

T 4+ U = cte,
o que implica em
%(H U) =0
mas,
T = %mx2 e U= %/ixz
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L Equacdo de Movimento

Conservacdo de Energia

Usando a conservacdo da energia mecénica

T + U = cte,
o que implica em

d

—(T+U)=0

(T +t0)
mas, . .

T = mez e U= Eﬁxz

portanto,

mx + kx = 0.
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L Equacdo de Movimento

Sistemas Rotativos

Quando a inércia é rotacional, a segunda lei de Newton é

S W= Jf
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L Equacdo de Movimento

Sistemas Rotativos

Quando a inércia é rotacional, a segunda lei de Newton é
> M=Jo

A equacdo de movimento, em termos do dngulo de rotacio a partir
de um eixo tomado como origem, é

J9+/€t9:0
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L Deformacdo Estatica

Efeito do Peso

O peso é

W = mg = k.

Static equilibrium

”””” l B position

—=———t——-Y_Final position
+x

W =mg W+ kx
(a) (b)
k(8 + x) Spring force
w ==

Static cquilibrium
position

(©) ()
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L Deformacdo Estatica

Efeito do Peso

Static equilibrium
T position

—————————— Final position
+x

W =mg W+ kx
(a) (b)

Spring force

Potential

Static cquilibrium
position

()

O peso é

W = mg = k.
Para um deslocamento
X, a partir da posicio
de equilibrio,
mx = —kr(x+dg)+ W.
Como W = kdg,

mx +xx =20



Vibracdes Mecéanicas
LVibrat;éo Livre Ndo Amortecida
LSolu(;&o

Solucdo de mx + kx =0

Supondo que a solucdo seja da forma:
x(t) = Ce™,

temos
C(ms® + k)et = 0.
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Solucdo de mx + kx =0

Supondo que a solucdo seja da forma:
x(t) = Ce™,

temos
C(ms® + k)et = 0.

Assim,
ms® 4+ k=0,
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Solucdo de mx + kx =0

Supondo que a solucdo seja da forma:
x(t) = Ce™,

temos
C(ms® + k)et = 0.

Assim,
ms® 4+ k=0,

o que leva a

onde
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Solucdo de mx + kx =0

A equacio
ms? + k=0

é a equacdo caracteristica da equacdo diferencial de movimento.
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Solucdo de mx + kx =0

A equacio
ms? + k=0

é a equacdo caracteristica da equacdo diferencial de movimento.

As raizes desta equacio,

. . k
S| = iwp, S = —iw,, Ccom w,=+4/—,
m

sdo os autovalores ou valores caracteristicos do problema.
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Solucdo Geral

As duas raizes satisfazem a equacio, portanto a solucio geral é:
x(t) = Gre'nt + Gye ™rt.

onde C; e G, sdo constantes complexas (e conjugadas)!
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Solucdo Geral

As duas raizes satisfazem a equacio, portanto a solucio geral é:
x(t) = Gre'nt + Gye ™rt.

onde C; e G, sdo constantes complexas (e conjugadas)!
Reescrevendo,

x(t) = (a+ bi)e“rt + (a — bi)e~"wnt

Como a equacdo é de 22 ordem, temos duas constantes a
determinar a partir das condic@es iniciais.
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Desenvolvendo

Lembrando que

e:i:iw,,t

= coswpt £ isinwpt
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Desenvolvendo

Lembrando que
etint — coswpt + isinwpt

A solucdo geral torna-se

x(t) = (a+ bi)(coswnt + isinwpt) + (a — bi)(coswpt — isinwpt),
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Desenvolvendo

Lembrando que
etint — coswpt + isinwpt
A solucdo geral torna-se
x(t) = (a+ bi)(coswnt + isinwpt) + (a — bi)(coswpt — isinwpt),
que pode ser reescrito para

x(t) = Aq coswpt + Ap sinwpt,

com
Al = 23, A2 = —2b.

A1 e Ay sdo as constantes a determinar.
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Condicdes Iniciais

As constantes A; e Ay devem ser determinadas a partir das
condic@es iniciais do problema.
Para t =0,

X(O) = Xo, X(O) :Xo.
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Condicdes Iniciais

As constantes A; e Ay devem ser determinadas a partir das
condic@es iniciais do problema.

Para t =0,
X(O) = Xo, X(O) :Xo.
Inserindo em
x(t) = Aj coswpt + A sinwpt,
e

x(t) = —Arwpsinwpt + Asw, Coswpt,
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Condicdes Iniciais

As constantes A; e Ay devem ser determinadas a partir das
condic@es iniciais do problema.

Para t =0,
X(O) = Xo, X(O) :Xo.
Inserindo em
x(t) = Aj coswpt + A sinwpt,
e
x(t) = —Arwpsinwpt + Asw, Coswpt,
temos _
X0
A1 = xo, Ay = —.

Wn
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Solucdo para Vibracdo Livre Nao Amortecida

A solucdo é entdo
x(t) = xo coswnt + -2 % Sinwnt,
Wn

para todo e qualquer sistema linear ndo amortecido com 1 GL,
agora e para todo o sempre.
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Solucdo para Vibracdo Livre Nao Amortecida

A solucdo é entdo

x(t) = xo coswnt + -2 % Sinwnt,
Wn
para todo e qualquer sistema linear ndo amortecido com 1 GL,
agora e para todo o sempre.
Se o sistema for rotativo,

O .
0(t) = O coswyt + w—ism wpt, wp = i
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L Movimento Harménico

Solucdo para Vibracdo Livre Nao Amortecida

O deslocamento (generalizado) da massa (generalizada),

X0 .
x(t) = xo coswpt + — sinwpt,
Wn
é claramente dado pela soma de duas funcées harménicas de
mesma frequéncia.
E portanto também uma funcio harmoénica, com frequéncia angular

K
Wp = )
m
que é denominada frequéncia natural do sistema.
Este sistema é chamado de oscilador harménico.
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L Movimento Harménico

Forma Alternativa

Conforme vimos anteriormente, fazendo
A1 = Acos ¢, Az = Asin ¢,
escrevemos a soma das duas harménicas como
x(t) = Acos(wnt — @),

com a amplitude
) %0\ 2
A= (A + Ak = |2+ <>

e angulo de fase

A .
¢ = arctan (2> = arctan ( X0 ) .
Al XoWn




Vibracdes Mecéanicas
LVibrat;So Livre Ndo Amortecida

L Movimento Harménico

Qutra Alternativa

Fazendo
A] :Aosin (;50, A2 :Aocong)o,

escrevemos a soma das duas harménicas como
x(t) = Agsin(wnt + ¢o),

com a amplitude

e angulo de fase

A Xow
$o = arctan <1> = arctan < 0 ") .
A2 X0
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Interpretacdo Grafica

N

x(1) = Acos (w, — ¢)
(b)

n
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L Movimento Harménico

Interpretacdo Grafica

Slope = X
X(1)
) - %
|
| Velocity maximum
o :
‘ [
|
o !
o
@n : Amplitude,
1
TS
2
o (o (4]
x(t) = Acos (w,t — ¢) n
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L Movimento Harménico

Aspectos Interessantes

Para um sistema massa mola vertical,

mas, kdg
mg
R= — = - o —
5st 5st T‘ m ‘ ‘ m ‘
assim — l
g W = mg
Wp = —_—
(5st

A frequéncia e o periodo naturais sdo

1 1
1 g 2 1 5st 2

fy=— = =or ()7,
27T<5st> © 7 fn 7r<g)
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L Movimento Harménico

Aspectos Interessantes

O deslocamento é
x(t) = Acos(wnt — ¢),
entdo a velocidade é

x(t) = —wpAsin(wpt — ¢) = wpAcos (wnt — ¢+ g)

e a aceleracdo
X(t) = w2Acos(wnt — ¢) = w2Acos (wpt — ¢ + )

O que ndo deveria ser nenhuma supresa ja que o deslocamento é
harménico.
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L Movimento Harménico

Aspectos Interessantes

Como

x(t )—xocosw,,t—i- smw,,t
n

se o deslocamento inicial & nulo, xg = 0,

X T X0 .
x(t) = 20 cos (w,,t — —) — gin wht,
Wh 2 Wh

e se a velocidade inicial & nula, xp = 0,

x(t) = xp coswpt.
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L Movimento Harménico

Plano de fase

Temos que
x(t) = Acos(wpt — @), ou cos(wpt — @) = %,
X

x(t) = —Awpsin(wpt — @), ou  sin(wpt — @) = A= _%_

Elevando ao quadrado e somando
X2y

ot !

)

que é obviamente a equacio de um circulo de raio A.
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L Movimento Harménico

Plano de fase

Graficamente

A Ao,

n
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L Exemplos

Tanque de Armazenamento

Uma torre de agua com 100m de

x(t)
J\—.‘ altura é feita de concreto
Q/" \ reforcado, com uma sec3o
transversal circular, com didmetro
externo igual a 3,3 m e didmetro

interno igual a 2,70 m. A massa
do tanque quando cheio é igual a

/ 300.000 kg. Desprezando a
massa da coluna e supondo que o

modulo de elasticidade do
concreto seja 30 GPa, determine

- v
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L Exemplos

Tanque de Armazenamento

m a frequéncia e o periodo naturais do tanque;

m a resposta vibratéria do tanque devida a um deslocamento
lateral inicial de 250 mm:;

m os valores maximos de aceleracio e velocidade do tanque,
neste caso.
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L Exemplos

Vibracdo devida a um impacto

Young's modulus, £
Moment of inertia, /

] v

R

3EI

k==

(a)

Uma viga em balango carrega uma massa M em sua extremidade
livre. Uma massa m cai de uma altura h sobre a massa M e fica

permanentemente aderida a ela. Determine a vibraco transversal
resultante
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L Exemplos

Frequéncia Natural de Cabine

A cabine suspensa de um
caminh3o de combate a incéndios
fica na extremidade de um braco
telescépico, e o peso da cabine,
considerando também o
bombeiro, é de 2kN. Encontre a
frequéncia natural de vibracdo da
cabine na direcdo vertical.
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L Exemplos

Frequéncia Natural de Sistema de Polias

Determine a frequéncia
natural do sistema
mostrado, supondo que
as polias tenham massa
desprezivel e que ndo
haja atrito.

| Pulley 2

Pulley 1 4
Ve

x=2(x; + x)

(a)
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LSistemas em Torcido

Modelo

Da mecanica dos sélidos,

_Gh
_ b,

A M,
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LSistemas em Torcido

Modelo

Da mecanica dos sélidos,

Gly
A M, = 22
) O momento polar de inércia é

- — 7Td4
(. \ ="

-
A
/ [ \

\&/
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LSistemas em Torcido

Modelo

Da mecanica dos sélidos,

M, = 229,
T

O momento polar de inércia é

L
7 32

e a rigidez em torcdo é portanto

M:; Gy wGd*
K/t = — = —

0 [ 32/
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LSistemas em Torcido

Equacdo de Movimento

Repetindo o procedimento usado para sistemas translacionais, a
equacido de movimento é

Job + k0 = 0.
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LSistemas em Torcido

Equacdo de Movimento

Repetindo o procedimento usado para sistemas translacionais, a
equacido de movimento é

Job + k0 = 0.

Por analogia,
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LSistemas em Torcido

Equacdo de Movimento

Repetindo o procedimento usado para sistemas translacionais, a
equacido de movimento é

Job + k0 = 0.

Por analogia,

e a frequéncia e o periodo naturais s3o

1 J
fit Th = 2T il

f—— |
"o\ by Kt
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LSistemas em Torcido

Observacdes

m Eixos de secdo n3do circular devem ter seu momentos polares
considerados corretametne!

m Para um disco circular com didmetro D, altura h, e densidade
massica p,
phnD*  mD?

Jo 32 8
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L péndulo Composto

Péndulo Composto

Um corpo rigido suspenso por
um ponto que ndo é o seu
centro de gravidade oscila em
torno deste ponto sob acdo da
gravidade. Isto é conhecido
como um péndulo composto.
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L péndulo Composto

Equacdo de Movimento

Para um deslocamento angular 6,

Jof + Wd'sin = 0.
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L péndulo Composto

Equacdo de Movimento

Para um deslocamento angular 6,
Jof + Wd'sin6 = 0.

Para 0 pequeno, }
Job + Wd6 = 0,
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L péndulo Composto

Equacdo de Movimento

Para um deslocamento angular 6,
Jof + Wd'sin6 = 0.

Para 0 pequeno, }
Job + Wd6 = 0,

e a frequéncia natural é entdo

b (WO (med)?
"\ Jo b
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L péndulo Composto

Equacdo de Movimento

Para um deslocamento angular 6,
Jof + Wd'sin6 = 0.

Para 0 pequeno, }
Job + Wd6 = 0,

e a frequéncia natural é entdo

Wd\z [mgd\?
wn = _— = _—
Jo Jo
Para um péndulo simples,w, = (g//)% e 0 comprimento

equivalente do péndulo é entdo

Jo
md’
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L péndulo Composto

Comprimento Equivalente

Introduzindo o raio de giracdo ko, tal que Jy = mk3,
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L péndulo Composto

Comprimento Equivalente

Introduzindo o raio de giracdo ko, tal que Jy = mk3,

Pelo teorema dos eixos paralelos,

ko = kg + d°,



Vibracdes Mecéanicas
LVibrat;So Livre Ndo Amortecida

L péndulo Composto

Comprimento Equivalente

Introduzindo o raio de giracdo ko, tal que Jy = mk3,

Pelo teorema dos eixos paralelos,
k3 = k& + d°,
e o comprimento equivalente torna-se

k2
= -S4+ d.
i
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Centro de Percussio

Estendendo a linha de centro OG até o ponto A, tal que

k2
GA=-¢
d?

o comprimento equivalente fica entdo

I = GA+d = OA
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L péndulo Composto

Centro de Percussio

Estendendo a linha de centro OG até o ponto A, tal que

k2
GA=-¢
d?

o comprimento equivalente fica entdo
I = GA+d = OA.

A frequéncia natural pode ser escrita como

o= () - - (&)

O que mostra que a frequéncia natural € a mesma estando o corpo
suspenso por A ou 0.
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Sistemas de 12 Ordem

Os mancais de deslizamento
causam atrito viscoso. A equacido
de movimento é

Turbine rotor

(mass moment of inertia J) n A
JO 40 =0
Y

7 ST
- w .
Lubricant Beafing Bearing Lubricant

Rotor in bearings
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Sistemas de 12 Ordem

Turbine rotor
(mass moment of inertia J)

BN (/\ [NN\N
RW/ NZENN
- w .
L“bncamBearing Bearing Lubricant

Rotor in bearings

Os mancais de deslizamento
causam atrito viscoso. A equacido
de movimento é

JO+ 0 =0,

ou
Jw+ cw = 0.
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Sistemas de 12 Ordem

Turbine rotor
(mass moment of inertia J)

BN (/\ [NN\N
7 ST
- w .
L“bncamBearing Bearing Lubricant

Rotor in bearings

Os mancais de deslizamento
causam atrito viscoso. A equacido
de movimento é

JO+ 0 =0,

ou
Jw+ cw = 0.

Isto é uma EDO de ordem 1!
Considerando uma velocidade
inicial wg, podemos calcular o
comportamento do sistema, que
ndo é vibratério.
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Solucdo

Supondo que a resposta seja

w(t) = Ae®,
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Solucdo

Supondo que a resposta seja
w(t) = Ae*,

para t = 0 temos
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Solucdo

Supondo que a resposta seja
w(t) = Ae*,

para t = 0 temos
A=uw(t=0)=wo,

e a solucdo proposta torna-se

w(t) = woe.



Vibracdes Mecéanicas
LVibrat;So Livre Ndo Amortecida
L Sistemas de 12 Ordem

Solucdo

Supondo que a resposta seja
w(t) = Ae*,

para t = 0 temos
A=uw(t=0)=wo,

e a solu¢do proposta torna-se
w(t) = woe.
Substituindo na equac¢do de movimento ficamos com

woe(Js + ¢;) = 0.
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Solucdo

A equacgido caracteristica
do sistema é

J5+Ct:0

cuja (nica raiz é

e a solucdo da equacdo
original é entdo

w(t) = woe Tt
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Solucdo

A equacgido caracteristica
do sistema é (?)

J5+Ct:0

@q

|

wpe

cuja (nica raiz é

Y
J 0.368 wy [F—————==—>

e a solucdo da equacdo
original é entdo o

|
|
|
|
T

Variation of angular velocity
_ Sty
w(t) = woe I
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Constante Temporal

A constante temporal 7 & definida como o valor do tempo para o
qual o expoente da equacio anterior & -1, ou

Ct
—77_ = _17
e assim
J
T=—.
Ct
Para t =7,

w(t) = woe I = woe ! = 0.368wy
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Método de Rayleigh da Energia

Para um sistema em vibracdo livre ndo amortecida, a energia
mecanica total é conservada.
Em dois tempos distintos ent3o,

T+ U =T+ Us.
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Método de Rayleigh da Energia

Para um sistema em vibracdo livre ndo amortecida, a energia
mecanica total é conservada.
Em dois tempos distintos ent3o,

T+ U =T+ Us.

Escolhendo os tempos onde a energia cinética e potencial sdo
maximas,

T1+0=0+ U,
ou

Tmax = Umax-
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Método de Rayleigh da Energia

Para um sistema em vibracdo livre ndo amortecida, a energia
mecanica total é conservada.
Em dois tempos distintos ent3o,

T+ U =T+ Us.

Escolhendo os tempos onde a energia cinética e potencial sdo
maximas,
T1+0=0+ U,
ou
Tmax = Umax-

Esta simples equacdo permite o calculo direto da frequéncia natural
do sistema.
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L Método de Rayleigh — Exemplos

Mandémetro para motor diesel

Datum
X

O escapamento de um motor diesel de
um cilindro deve ser conectada a um
silenciador, e a pressdo dos gases deve
ser medida com um mandmetro de tubo
em U. Calcule o menor comprimento do
tubo de forma que a frequéncia natural
de oscilacdo do mercirio seja 3,50 vezes
menor do que a as flutuacdes de pressdo
no escapamento quando o motor opera
a 600 rpm.
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L Método de Rayleigh — Exemplos

Efeito da Massa da Mola

“
v
Iy _ _
l T Determine o efeito da massa da mola na
dy

frequéncia natural do sistema mostrado.

x(f)



Vibracdes Mecéanicas
LVibrat;éo Livre Ndo Amortecida

L Método de Rayleigh — Exemplos

Efeito da massa da coluna do tanque

| | . .

! ! \ Determine o efeito da massa da coluna
do tanque de dgua do exemplo anterior

i na sua frequéncia natural.
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