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m Fundamentos: classificacio, elementos componentes,
movimento harménico, anéalise harménica;

m Avaliacdo através de 2 provas;

m Sistemas com 1 grau de liberdade: vibracdo livre, forcada
harmonicamente e geral;

m Sistemas com 2 graus de liberdade: frequéncias naturais e
modos normais;

m Sistemas com n graus de liberdade: calculo a partir de
autovalores e autovetores;

m Sistemas continuos;

m Métodos numéricos e aproximados;
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Estudo de movimentos que repetem-se periodicamente (ou n3o).



Vibracdes Mecéanicas

L Fundamentos

Vibracdo

Estudo de movimentos que repetem-se periodicamente (ou n3o).

Um sistema vibratério contém:
m Um meio para armazenar energia potencial;
m Um meio para armazenar energia cinética;

m Mecanismo para dissipacdo de energia;
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L Fundamentos

Vibracdo

Estudo de movimentos que repetem-se periodicamente (ou n3o).

Um sistema vibratério contém:
m Um meio para armazenar energia potencial;
m Um meio para armazenar energia cinética;

m Mecanismo para dissipacdo de energia;

O movimento vibratério/oscilatério ocorre com a transferéncia de
energia potencial para cinética, e vice-versa.
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Sistema Vibratério — Exemplo

. I(1—cosb)
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L Fundamentos

Namero de Graus de Liberdade

Niamero minimo de coordenada generalizadas necessarias para
descrever a configuracdo do sistema.

Sistemas com 1 grau de liberdade:

X

k —
000
X Q
‘(a) Slider-crank- (b) Spring-mass system (c) Torsional system

spring mechanism
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Namero de Graus de Liberdade

Sistemas com 2 graus de liberdade:

000

N
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Namero de Graus de Liberdade

Sistemas com 3 graus de liberdade:
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Sistemas Continuos e Discretos

A maioria dos sistemas mecanicos reais necessita de um nimero
infinito de graus de liberdade para sua descricio completa. Estes
sdo sistemas continuos

e

etc.
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L Fundamentos

Sistemas Continuos e Discretos

A maioria dos sistemas mecanicos reais necessita de um nimero
infinito de graus de liberdade para sua descricio completa. Estes
sdo sistemas continuos

etc.

Um sistema que pode ser descrito por um nimero finito de graus
de liberdade € um sistema discreto.

Métodos computacionais (MEF, MDF, etc.) normalmente geram
modelos discretos.
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L Classificacao da Vibracao

Forcas Externas

Vibracio Livre Apés uma perturbacio inicial, ndo ha mais acdo
externa sobre o sistema. Ndo ha aco de forcas sobre
o sistema.

Vibracdo Forcada O sistema sofre acdo de forcas (periddicas ou
ndo).
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L Classificacao da Vibracao

Forcas Externas

Vibracio Livre Apés uma perturbacio inicial, ndo ha mais acdo
externa sobre o sistema. Ndo ha aco de forcas sobre
o sistema.

Vibracdo Forcada O sistema sofre acdo de forcas (periddicas ou
ndo).

No caso de vibrac3o forcada, & possivel a ocorréncia de ressonancia.
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L Classificacao da Vibracao

Amortecimento

Vibracdo Amortecida Existe um mecanismo de dissipacdo que
transforma energia mecanica em energia térmica, em
um processo irreversivel. Pode ser atrito viscoso,
seco, interno, etc.

Vibracdo Ndo Amortecida N3o ha um mecanismo dissipativo, a
energia mecanica total é conservada.
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L Classificacao da Vibracao

Amortecimento

Vibracdo Amortecida Existe um mecanismo de dissipacdo que
transforma energia mecanica em energia térmica, em
um processo irreversivel. Pode ser atrito viscoso,
seco, interno, etc.

Vibracdo Ndo Amortecida N3o ha um mecanismo dissipativo, a
energia mecanica total é conservada.

Na pratica, o amortecimento muitas vezes pode ser desprezado,
exceto proximo a ressonancia.
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L Classificacao da Vibracao

Linearidade

Vibracdo Linear Todas as relaces massa x aceleracdo, rigidez x
deslocamento e amortecimento X velocidade, sio
lineares. Vale o principio da superposicdo. Técnicas
relativamente simples e bem conhecidas;

Vibracdo Ndo Linear Alguma das relacdes constitutivas n3o é
linear. N3o vale o principio da superposicdo. Técnicas
menos bem determinadas.
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L Classificacao da Vibracao

Linearidade

Vibracdo Linear Todas as relaces massa x aceleracdo, rigidez x
deslocamento e amortecimento X velocidade, sio
lineares. Vale o principio da superposicdo. Técnicas
relativamente simples e bem conhecidas;

Vibracdo Ndo Linear Alguma das relacdes constitutivas n3o é
linear. N3o vale o principio da superposicdo. Técnicas
menos bem determinadas.

As vezes uma solucdo linearizada é possivel.
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L Classificacao da Vibracao

Determinismo

Vibracdo Deterministica Todas as propriedades mecanicas, relacées
constitutivas e forcas sdo perfeitamente conhecidas
em qualquer instante de tempo.

Vibracdo N3o Deterministica Alguma das grandezas que descrevem
o sistema, normalmente as forcas de excitacio, sdo
conhecidas apenas de forma estocastica.

N3o é possivel prever o comportamento futuro,
exceto através de estatisticas.
Exemplos: terremotos, vento, ondas, estradas.

Force Force

AWAWAWAWAR

‘u |00 o o A v

Time

(a) A deterministic (periodic) excitation (b) A random excitation
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L Classificacao da Vibracao

Determinismo

Vibracdo Deterministica Todas as propriedades mecanicas, relacées
constitutivas e forcas sdo perfeitamente conhecidas
em qualquer instante de tempo.

Vibracdo N3o Deterministica Alguma das grandezas que descrevem
o sistema, normalmente as forcas de excitacio, sdo
conhecidas apenas de forma estocastica.

N3o é possivel prever o comportamento futuro,
exceto através de estatisticas.
Exemplos: terremotos, vento, ondas, estradas.

Force Force

AWAWAWAWAR

‘u |00 w7 o A v

Time

(a) A deterministic (periodic) excitation (b) A random excitation
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WIES

Caracteristicas:

m Elemento mecanico que produz uma forca em reacdo a um
deslocamento;

Mecénicas (helicoidais, torcionais, pneumaticas, etc.);
Para molas lineares, F = kx;

Energia de deformacgdo: U = fOX F dx;

Para molas lineares, U = %mxz;
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Molas Nao Lineares

m Qualquer relac3o diferente de F = kx;

m Normalmente, F(x) = k(x)x;

m Pequenas ndo linearidades usualmente sio representadas por
molas cibicas: F(x) = ax + bx3, isto &, k(x) = a + bx?;

Force (F)

e
M ing (b = 0)
/ _inear spring (b =
/
/ /\
/{/ Soft spring (b < 0)

Deflection (x)

- II\
7 — | — Hard spring (b > 0)
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Molas Nao Lineares

Spring force (F)

ky(x = ¢;)

<

Displacement (x)

Cy>
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Molas Nao Lineares

F Weightless
rigid bar Spring force (F)
)
c |
k K, F=kx / F=kx+ k(x—c)
L T I
pA Z \ |
I
I
I
I
| |
5 L X
L % 77 7 o, |
le— ¢ — 5 Displacement

x = 0 corresponds to position
of the bar with no force

(a) (b)

of force



Vibracdes Mecéanicas
L Elementos Fisicos
L Molas

Constante de Mola de Barras

Barra homogénea de secdo uniforme

Li—r §=cel
; ! o] s=2
(a) E
Fl
— s 0= AE
AE 5
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Constante de Mola de Barras

Barra homogénea de secdo uniforme

Li—r §=cel
; ! o] s=2
(a) E
Fl
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L Molas

Constante de Mola para Vigas em Balanco

Barra homogénea de secdo uniforme

(a) Cantilever with end force (b) Equivalent spring

wiB
0=3g
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Constante de Mola para Vigas em Balanco

Barra homogénea de secdo uniforme

(a) Cantilever with end force (b) Equivalent spring

w3 W 3El

°=3H TSR



Vibracdes Mecéanicas
L Elementos Fisicos
L Molas

Combinacdo de Molas

Molas em paralelo

z kidy ko dy
ki ky
k k
85[ B
Y * =) [ * -
w w
(a) (b) (c)

W = K10st + K20t
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Combinacdo de Molas

Molas em paralelo

z kidy ko dy
ki ky
k k
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w w
(a) (b) (c)

W = K10st + K20t W = (k1 + K2)dst



Vibracdes Mecéanicas
L Elementos Fisicos
L Molas

Combinacdo de Molas

Molas em paralelo

z kidy ko dy
ki ky
k k
85[ B
Y * =) [ * -
w w
(a) (b) (c)

W = K1dg + K2dst W = (k1 + K2)dst Keq = K1 + K2
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Combinacdo de Molas

Molas em paralelo

z kidy ko dy
ki ky
k k
85[ B
Y * =) [ * -
w w
(a) (b) (c)

W = K1dg + K2dst W = (k1 + K2)dst Keq = K1 + K2

Generalizando: keq = K1 + K2 + -+ + K.
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Combinacdo de Molas

Molas em série

6st = 51 +52
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L Molas

Combinacdo de Molas

Molas em série

W = K101 = K202 = KeqOst

K101 = K202 = KeqOst

. Heqést 5y — "feq(sst
_— 2 _ ——

K1 K2

6st = 51 +52
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Combinacdo de Molas

Molas em série

6st = 51 +52

W = K101 = K202 = KeqOst

K101 = K202 = KeqOst

KeqOst KeqOst
5 = 4% 5y = 45
K1 K2
Heq(sst 4 Heq(sst -5
— Ust

R1 K2
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Combinacdo de Molas

Molas em série

6st = 51 +52

W = K101 = K202 = KeqOst

K101 = K202 = KeqOst

5, = Neadst 5 Headst
K1 K>
Heq(sst 4 Heq(sst — by
R1 K2 °
1 1 1
==
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Combinacdo de Molas

Molas em série

K,
- Generalizando:
I A
k>
1 1 1 1
% 5 Req K1 %) Kn

(a)



Vibracdes Mecéanicas

L Elementos Fisicos
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Combinacdo de Molas

Principio Geral: sistema equivalente com mesma energia potencial.
Exemplo (pequenos deslocamentos):
C «x
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Combinacdo de Molas

Por equilibrio:
X1 :/1Sin9 X2 zlgsinH,
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Combinacdo de Molas

Por equilibrio:
X1 :/1Sin9 X2 zlgsinH,

pequenos deslocamentos

X1 = 119 Xy = /2(9,
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Combinacdo de Molas

Por equilibrio:
X1 :/1Sin9 X2 zlgsinH,

pequenos deslocamentos
X1 = 119 Xy = /2(9,
equilibrio de momentos

kKix1h 4+ koxobh = FI,
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Combinacdo de Molas

Por equilibrio:
X1 :/1Sin9 X2 zlgsinH,

pequenos deslocamentos

x1 = ho xp = b0,
equilibrio de momentos

kKix1h 4+ koxobh = FI,

ou | /
F = H1X17/1 +/€2X27l2.
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Combinacdo de Molas

Continuando...

/ /
F = Keqx = nlxl—ll + KQXQ—lz
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Combinacdo de Molas

Continuando...

/ /
F = Keqx = nlxl—ll + KQXQ—lz

x=10, x1=h0, xx=5h0,
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Combinacdo de Molas

Continuando...

/ /
F = Keqx = nlxl—ll + KQXQ—lz
e
x=10, x1=h0, xx=5h0,
assim

120 126
KeqlO = mlT + mzzT
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Combinacdo de Molas

Continuando...

F = Keqx = nlxl—lll + KQXQ—llz
e
x=10, x1=h0, xx=5h0,
assim X X
KeqlO = m1¥ + ng
portanto

h\ 2 b\ 2
neq—l-@1<l> +f<a2</>
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Combinacdo de Molas

Por energia:
Trabalho da forca F = Energia armazenada nas molas k1 e k»
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Por energia:
Trabalho da forca F = Energia armazenada nas molas k1 e k»
Para pequenos deslocamentos:
1 1 1

§Fx = Eneqx2 = §n1x12 + §H2X22,
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Combinacdo de Molas

Por energia:
Trabalho da forca F = Energia armazenada nas molas k1 e k»
Para pequenos deslocamentos:

1 1 1
§Fx = Eneqx2 = §n1x12 + §H2X22,

mas como
X X1 X2

I h R
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Combinacdo de Molas

Por energia:
Trabalho da forca F = Energia armazenada nas molas k1 e k»
Para pequenos deslocamentos:

1 1 1

ZFX = fegX® = 7,‘411X2 + fn2x2
2 2 eq 2 1 2 25
mas como
X X1 X2
I h ok’
temos
xh xb

=T e
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Combinacdo de Molas

Por energia:
Trabalho da forca F = Energia armazenada nas molas k1 e k»
Para pequenos deslocamentos:

1 1 1
“FX = ZKeaX? = —Kk1X2 + —KopxX2
5 2 eq 5 1X1 5 2X2
mas como
X_x1_ X
I h  h’
temos
xh xb
ST e
portanto

h\? h\?
Req = K1 (/> + K2 (/) .
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L Elementos Fisicos

L Inércia

Massas

m Consideradas corpos
rigidos, F = ma.

m O trabalho aplicado sobre
uma massa é armazenado
na forma de energia
cinética.

m Normalmente podem ser
consideradas concentradas.
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Combinacdo de massas

Principio geral: determinar um sistema equivalente com a mesma
energia cinética.
Exemplo 1: Determinar uma massa equivalente localizada em m;y.

Pivot pos
Pivot point Meq

Pivot point m s .
O (o~ 0 ] ()G/ ° ® o ]
[ A B C ‘ A B C
e ——

o ]
(a) (b)

I b
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Combinacdo de massas

Continuacdo...
Para pequenos deslocamentos,

T
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L Inércia

Combinacdo de massas

Continuacdo...
Para pequenos deslocamentos,

b, k.

Igualando as energias cinéticas

Em]_Xl ‘|‘ §m2X2 + §m3X3 = Emeqxeq,
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Combinacdo de massas

Continuacdo...
Para pequenos deslocamentos,

b, k.

Igualando as energias cinéticas

Em]_Xl ‘|‘ §m2X2 + §m3X3 = Emeqxeq,

2 2
b I
Meq = My + My E + m3 E

assim



Vibracdes Mecéanicas
L Elementos Fisicos

L Inércia

Combinacdo de massas

Exemplo 2: Acoplamento de inércia rotacional e translacional.

Pinion, mass moment of inertia J;,

Rack, mass m




Vibracdes Mecéanicas
L Elementos Fisicos

L Inércia

Combinacdo de massas

Exemplo 2: Acoplamento de inércia rotacional e translacional.

Pinion, mass moment of inertia J;,

Rack, mass m

A energia cinética do sistema é

1 1.
T = 5m>'<2 + §J002.
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Combinacdo de massas

Continuando...
Massa equivalente translacional
A energia cinética é

MeqXeq:
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Continuando...
Massa equivalente translacional
A energia cinética é

sabendo que
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Combinacdo de massas

Continuando...

Massa equivalente translacional

A energia cinética é

1 2

= - MeqXeqs

sabendo que
: : .X
Xeq =X, € 0= R
igualando as energias cinéticas temos que

1, 1 5, 1, /x\°
5 MeqX™ = 5 mX +§Jo (R)’
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Combinacdo de massas

Continuando...
Massa equivalente translacional

A energia cinética é
= 1meq)-<e2qa
sabendo que

%eg =X, e 0= %,
igualando as energias cinéticas temos que

1, 1 5, 1, /x\°
5 MeqX™ = 5 mX +§Jo (R)’

portanto
Jo
meq =m-+ ﬁ
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Combinacdo de massas

Continuando...
Massa equivalente rotacional

A energia cinética é

1 .
Te = Ejeq ng,
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Combinacdo de massas

Continuando...
Massa equivalente rotacional
A energia cinética é

Teq =

sabendo que _ _
eeq - 0,

1 .
EJqugq,
e x=R0,
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Combinacdo de massas

Continuando...
Massa equivalente rotacional
A energia cinética é
1 ‘5
Teq == Ejeq Qeq,
sabendo que
Oeq =0, e x=R0,

igualando as energias cinéticas temos que

1 . 1 . 1 .
5Jeqegq = 5m(Re)2 + 5Joez,



Vibracdes Mecéanicas
L Elementos Fisicos

L Inércia

Combinacdo de massas

Continuando...
Massa equivalente rotacional
A energia cinética é
1 ‘5
Teq == Ejeq Qeq,
sabendo que
Oeq =0, e x=R0,

igualando as energias cinéticas temos que
1 '2 1 . 2 1 '2
EJqueq == Em(RQ) + 5.]09 5

portanto
Jeq = Jo + mR?.
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Amortecimento

m Nos sistemas vibratérios reais, a energia mecénica é
transformada em calor ou som.

m As amplitudes de vibracdo diminuem progressivamente, no
caso de vibrac3o livre.

m O efeito do amortecimento é particularmente importante
préximo a ressonancia, pois &€ o fendmeno que limita a
amplitude.

m Nos modelos simplificados, os amortecedores ndo tem massa
nem elasticidade.

m S6 existe amortecimento quando ha velocidade relativa entre
as extremidades do amortecedor.

m Trés tipos: viscoso, seco ou de material.
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L Amortecimento

Mecanismos de Amortecimento

m Viscoso
m Mecanismo mais comum na analise de vibracdes.
m Cisalhamento entre camadas fluidas adjacentes.
m Normalmente a forca resistente é tomada como proporcional a

velocidade relativa.
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Mecanismos de Amortecimento

m Viscoso

m Mecanismo mais comum na analise de vibracdes.

m Cisalhamento entre camadas fluidas adjacentes.

m Normalmente a forca resistente é tomada como proporcional a
velocidade relativa.

m Seco

m Ou Mohr-Coulomb.
m Forca de atrito constante.
m Mecanismo n3o linear e complexo.
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L Amortecimento

Mecanismos de Amortecimento

m Viscoso

m Mecanismo mais comum na analise de vibracdes.
m Cisalhamento entre camadas fluidas adjacentes.
m Normalmente a forca resistente é tomada como proporcional a
velocidade relativa.
m Seco

m Ou Mohr-Coulomb.

m Forca de atrito constante.

m Mecanismo n3o linear e complexo.
m de Material

m Ou Sdlido ou Amortecimento Histerético.

m Resulta do ndo retorno de toda a energia elastica armazenada
na compressio de um material

m Mecanismo n&o linear e complexo.

m Caracterizado por um laco de histerese.
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Laco de Histerese

Stress (force)

Hysteresis
loop

Loading

Unloading

Strain

Area

(displacement)

(a)

Stress (o)

(b)

Energy
expended (ABD)

Energy
recovered (BCD)

Strain (&)
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L Elementos Fisicos

L Amortecimento

Combinacdo de Amortecedores

m Procedimento analogo & combinacdo de molas.

m Para pequenos deslocamentos (problemas lineares) as relacdes
sdo as mesmas.

m Amortecedores em paralelo:
Cqqg=2C t

m Amortecedores em série:
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L Movimento Harménico

Movimento Harmoénico

m Se o movimento se repete em intervalos constantes de tempo
o movimento é periédico.

m O tipo de movimento periédico mais simples e til na pratica é
o movimento harmonico.
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L Movimento Harménico

Movimento Harménico — Exemplo

x = Asin ot

|

0= ot
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L Movimento Harménico

Movimento Harménico — Exemplo

Deslocamento vertical

X = Asinf = Asinwt
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L Movimento Harménico

Movimento Harménico — Exemplo

Deslocamento vertical
X = Asinf = Asinwt

Velocidade vertical

. dx
X = — = wAcoswt
dt
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Movimento Harménico — Exemplo

Deslocamento vertical
X = Asinf = Asinwt

Velocidade vertical

. dx
X = — = wAcoswt
dt

Aceleracdo vertical

dx
dt2

X = = —wW?Asinwt = —w’x
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L Movimento Harménico

L Representacdo Vetorial

Representacdo Vetorial do Movimento Harmonico

Consideramos um vetor com
comprimento A girando com
velocidade angular contante
w, e tomamos as projecdes de
sua extremidade.

One cycle of motion
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L Representacdo Vetorial

Representacdo Vetorial do Movimento Harmonico

Consideramos um vetor com
comprimento A girando com
velocidade angular contante
w, e tomamos as projecdes de
sua extremidade.

Projec3o vertical:

y = Asinwt

One cycle of motion
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L Movimento Harménico

L Representacdo Vetorial

Representacdo Vetorial do Movimento Harmonico

Consideramos um vetor com
comprimento A girando com
velocidade angular contante
w, e tomamos as projecdes de
sua extremidade.

Projec3o vertical:

y = Asinwt
Projecdo horizontal:

x = Acoswt

One cycle of motion
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L Representacdo Complexa

Representacdo com Nameros Complexos

v (Imaginary)

- . "
X=a+ib=Ae

Y x (Real)
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L Representacdo Complexa

Representacdo com Nameros Complexos

v (Imaginary)

- . "
X=a+ib=Ae

Y x (Real)

Nimero complexo:
X=a+ib

onde

i=+v-1
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L Representacdo Complexa

Representacdo com Nameros Complexos

v (Imaginary)

ou vetor no plano complexo

) )?:11+ib:Ae’” .
! X = Acosf + iAsin 6
il 1
1%} ” x (Real)
com
) A= (2 + )2
Nimero complexo:
) b
X=atib 0 =tan" ' —.
a

onde

i=+v-1
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L Representacdo Complexa

Representacdo com Nameros Complexos

Lembrando que:
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L Representacdo Complexa

Representacdo com Nameros Complexos

Lembrando que:
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L Representacdo Complexa

Representacdo com Nameros Complexos

Lembrando que:

! :_17 13:_i7 ’4:17 15:i, o)
62 6* (19)2 (19)4
c050—1—§+f_.. =1+ o + n 4. .
3 g5 3 5
isinf =i 9—% 97_ :i9+(’9) +(’9)




Vibracdes Mecéanicas
L Movimento Harménico

L Representacdo Complexa

Representacdo com Nameros Complexos

Lembrando que:

2=-1, *=—i, i*=1, P=i,...,
6> ¢ (i0)?  (i0)*
c050—1—§+f_...:1+ 5 + 20 4. e
. 0 6° . (i0)®  (if)°
isinf =i 9—5—1—5—--- =0+ 3 + | 4.

Somando as duas expressdes:

(0, (07 (o) (i)°

0 0=1+i6
cos @ + isin + 10 + 1 3 20 q + ,
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L Representacdo Complexa

Representacdo com Nameros Complexos

mas,

2 X3 x4 x5

X
C=ltxtr+tytytagt
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L Representacdo Complexa

Representacdo com Nameros Complexos

mas,

2 X3 x4 x5

X
C=ltxtr+tytytagt

assim

cosf +isinf = e,
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L Representacdo Complexa

Representacdo com Nameros Complexos

mas,

2 X3 x4 x5

%
€ =X+ ot gttt

assim '
cosf +isinf = e,

Como consequéncia:

X = A(cos 0 + isinf) = Ae'”.
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L Representacdo Complexa

Operacdes com a Representacdo Complexa

Como

(1)
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L Representacdo Complexa

Operacdes com a Representacdo Complexa

w (1)

Como



Vibracdes Mecéanicas
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L Representacdo Complexa

Operacdes com a Representacdo Complexa

w (1)

~E
g
>

Como
v iwt
X = Ae'*",
X = iwAe™t = jwX,
e
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L Representacdo Complexa

Operacdes com a Representacdo Complexa

w (1)

Como
X — /4elwt‘7
X = iwAe™t = jwX,
€ .
X = —w?Ae™t = —u?X.

X & um namero complexo!
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L Representacdo Complexa

Operacdes com a Representacdo Complexa

Tomando as partes reais:
Deslocamento:

Re[Ae’f] = Re[A(coswt + i sinwt)] = Acoswt
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L Representacdo Complexa

Operacdes com a Representacdo Complexa

Tomando as partes reais:
Deslocamento:

Re[Ae’f] = Re[A(coswt + i sinwt)] = Acoswt
Velocidade:

Re[iwAe“!] = Re[iwA(cos wt + isin wt)] = Re[wA(i coswt — sin wt)]

= —wAsinwt
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L Representacdo Complexa

Operacdes com a Representacdo Complexa

Tomando as partes reais:
Deslocamento:

Re[Ae’f] = Re[A(coswt + i sinwt)] = Acoswt
Velocidade:

Re[iwAe“!] = Re[iwA(cos wt + isin wt)] = Re[wA(i coswt — sin wt)]

= —wAsinwt
Aceleracio:

Re[—w?Ae’“t] = Re[—w?A(coswt + isinwt)] = —w?Acoswt
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L Representacdo Complexa

Adicdo Vetorial da Representacdo Complexa

y
Im N
X
- I 0
7 - _— /, :\\\A,Lsm
2 |
/i
X -
e Sy
@ A wseﬂ/'\
o a \‘/ 2 i
|
wt |
o] - R X
Acos (o + ) —»‘ ¢

R(t) = et Ka(t) = Apelr+)
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L Representacdo Complexa

Adicdo Vetorial da Representacdo Complexa

y
Im N
X
- I 0
? - _— /, :\\\A,Lsm
2 |
/i
X -
e Sy
@ A wseﬂ/'\
o a \‘/ 2 i
|
wt |
o] - R X
Acos (o + ) —»‘ ¢

R(t) = et Ka(t) = Apelr+)

A= \/(Al + Aycos0)? + (Apsin0)2, o = arctan < Assinf >

A1 + A cos b
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LAdi(;éo de Fung¢des Harmonicas

Adicdo via Trigonometria

Se a frequéncia é igual:
Xi(t) = Ay cos(wt),  Xo(t) = Ap cos(wt + 6)
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LAdi(;éo de Fung¢des Harmonicas

Adicdo via Trigonometria

Se a frequéncia é igual:
Xi(t) = Ay cos(wt),  Xo(t) = Ap cos(wt + 6)

—

X1(t) + Xa(t) = Ay cos(wt) + Ay cos(wt + 6)
= Aj cos(wt) + Az (cos(wt) cos(f) — sin(wt) sin(6))
= cos(wt)(A; + Az cos(0)) — sin(wt)(Azsin(0))
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LAdi(;éo de Fung¢des Harmonicas

Adicdo via Trigonometria

Se a frequéncia é igual:
Xi(t) = Ay cos(wt),  Xo(t) = Ap cos(wt + 6)
X1(t) + Xa(t) = Ay cos(wt) + Ay cos(wt + 6)
= Aj cos(wt) + Az (cos(wt) cos(f) — sin(wt) sin(6))
= cos(wt)(A; + Az cos(0)) — sin(wt)(Azsin(0))
Definindo
Acos(¢) = A; + Az cos(0), Asin(¢) = Azsin(0)



Vibracdes Mecéanicas
L Movimento Harménico

LAdi(;éo de Fung¢des Harmonicas

Adicdo via Trigonometria

Se a frequéncia é igual:
Xi(t) = Ay cos(wt),  Xo(t) = Ap cos(wt + 6)
X1(t) + Xa(t) = Ay cos(wt) + Ay cos(wt + 6)
= Aj cos(wt) + Az (cos(wt) cos(f) — sin(wt) sin(6))
= cos(wt)(A; + Az cos(0)) — sin(wt)(Azsin(0))
Definindo
Acos(¢) = A; + Az cos(0), Asin(¢) = Azsin(0)

X1 (t) + Xa(t) = A(cos(wt) cos(¢) — sin(wt) sin(¢))
= Acos(wt + ¢)
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LAdi(;éo de Fung¢des Harmonicas

Adicdo via Trigonometria

Se a frequéncia é igual:
Xi(t) = Ay cos(wt),  Xo(t) = Ap cos(wt + 6)
X1(t) + Xa(t) = Ay cos(wt) + Ay cos(wt + 6)
= Aj cos(wt) + Az (cos(wt) cos(f) — sin(wt) sin(6))
= cos(wt)(A; + Az cos(0)) — sin(wt)(Azsin(0))
Definindo
Acos(¢) = A; + Az cos(0), Asin(¢) = Azsin(0)

X1 (t) + Xa(t) = A(cos(wt) cos(¢) — sin(wt) sin(¢))
= Acos(wt + ¢)



Vibracdes Mecéanicas
L Movimento Harménico

LAdi(;éo de Fung¢des Harmonicas

Adicdo via Trigonometria

Claramente,

A= \/(A1 + Az cos(6))? + Az sin(6)?

Az sin(6)

tan(¢) = A1 + Az cos(6)
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LAdi(;éo de Fung¢des Harmonicas

Adicdo via Trigonometria

Claramente,

A= \/(A1 + Az cos(6))? + Az sin(6)?

_ Assin(6)
tan(¢) = A1 + Az cos(6)

A soma de duas funcdes harménicas de mesma frequéncia é uma
funcdo harménica com a mesma frequéncia, defasada.
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LTerminv:)logia

Definicdes Importantes

Ciclo Um periodo completo de movimento do corpo.
Amplitude O maximo deslocamento do corpo em relacdo a
posicdo de equilibrio.
Periodo O tempo necessario para completar um ciclo.

27
T=—
w

w é a frequéncia circular (em rad/s).

Frequéncia Namero de ciclos por unidade de tempo (em Hertz).

[l w

T 27
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LTerminv:)logia

Definicdes Importantes

Angulo de Fase Distdncia angular entre dois movimentos
vibratérios.

X1 = A1e'wt
Xy = Age’(wH_(b)

Frequéncia Natural Frequéncia em que um sistema com 1 grau de
liberdade oscila em vibracdo livre a partir de um
deslocamento inicial.

Oitava Faixa de frequéncias na qual o limite superior € o
dobro do limite inferior, eg, 200-400 Hz.
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LTerminv:)logia

Decibel

Em eletricidade, acistica e vibracdes, é normal medir-se grandezas
com uma grande faixa de variacdo. O decibel é usado para criar
uma escala logaritmica para estas grandezas.

Por definicdo:
P
dB =101 —
0log <P0>

onde Py é uma poténcia de referéncia.
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LTerminv:)logia

Decibel

Em eletricidade, acistica e vibracdes, é normal medir-se grandezas
com uma grande faixa de variacdo. O decibel é usado para criar
uma escala logaritmica para estas grandezas.

Por definicdo:
P
dB =101 —
0log <P0>

onde Py é uma poténcia de referéncia.

Como a poténcia elétrica é proporcional ao quadrado da voltagem,

X \? X
dB = 10log <X> = 20log <X>
0 0

onde Xp & uma poténcia de referéncia.
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LTerminv:)logia

Batimento

Quando duas funcdes harmdnicas com frequéncias préximas sio
somadas, uma coisa curiosa acontece:

x1 = X coswt
xy = X cos(w + 0)t, 0 <<w
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LTerminv:)logia

Batimento

Quando duas funcdes harmdnicas com frequéncias préximas sio
somadas, uma coisa curiosa acontece:

x1 = X coswt
xy = X cos(w + 0)t, 0 <<w

Somando as duas equacdes

x(t) = X [coswt + cos(w + I)t]
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LTerminv:)logia

Batimento

Quando duas funcdes harmdnicas com frequéncias préximas sio
somadas, uma coisa curiosa acontece:

x1 = X coswt
xy = X cos(w + 0)t, 0 <<w

Somando as duas equacdes
x(t) = X [coswt + cos(w + I)t]

Sabendo que

A+ B A—B
cos A+ cos B =2cos (;) cos ()
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LTerminv:)logia

Batimento

Quando duas funcdes harmdnicas com frequéncias préximas sio
somadas, uma coisa curiosa acontece:

x1 = X coswt

xy = X cos(w + 0)t, 0 <<w

Somando as duas equacdes
x(t) = X [coswt + cos(w + I)t]
Sabendo que

A+ B A—B
cos A+ cos B =2cos (;) cos (2)

Temos

x(t) = 2X cos % cos (w + g) t
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LTerminv:)logia

Batimento

x(1)

2X 8

Beat period,
_ Th= 27 2X cos %’

—-2X
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L Analise Harmanica

Analise Harmonica

Muitos sistemas fisicos interessantes tem movimentos periddicos
porem n3o harménicos.

Uma maneira de simplificar o problema & usar a Série de Fourier da
funcdo periddica.

One-term approximation
/ Two-term approximation
x(1) x(1) / // II}rec—lerm appruxmmyon )
/ / Actual function
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L_Séries de Fourier

Séries de Fourier

Para x(t) periédica com periodo 7, a série de Fourier da funcdo é
dada por:

a
x(t) = EO + aj coswt + ap cos 2wt + - - -

+ by sinwt + by sin 2wt + - - -
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L_Séries de Fourier

Séries de Fourier

Para x(t) periédica com periodo 7, a série de Fourier da funcdo é
dada por:

a
x(t) = EO + aj coswt + ap cos 2wt + - - -

+ by sinwt + by sin 2wt + - - -

ou

o0
0 .
= ? g_ ap cos nwt + by, sin nwt)



Vibracdes Mecéanicas
L Analise Harmanica

L_Séries de Fourier

Séries de Fourier

Para x(t) periédica com periodo 7, a série de Fourier da funcdo é
dada por:

a
x(t) = EO + aj coswt + ap cos 2wt + - - -

+ by sinwt + by sin 2wt + - - -
ou
o0
= ?0 Z (ap cos nwt + by, sin nwt)

Vamos prémultiplicar tudo por cos mwt e sin mwt, e integrar de 0 a
T, para m=0,1,2,....
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L Analise Harmanica

L_Séries de Fourier

Harmonicas do Cosseno

1
0.5
.
6
0.5
—coslt
—cos2t

— cos3t




Vibracdes Mecéanicas

L Analise Harmanica

L_Séries de Fourier

Harménicas do Seno

1}

—sinlt

—sin2t

—sindt
0.5
0.5
at
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L_Séries de Fourier

Calculo de Coeficientes

/ cos(muwt)x(t) dt =
0

T aO
cos(mwt)— dt+
0 2
oo

/ cos(mwt) Z(a,, cos nwt + by, sin nwt) dt
0

n=1

/sin(mwt)x(t) dt
0

sin(mwt)%0 dt+

sin(mwt) Z(an cos nwt + by, sin nwt) dt

n=1

o— S—
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L_Séries de Fourier

Calculo de Coeficientes

Param=0

/0 Tx(t) dt =
/ 2 gry

/ Z (an cos nwt + by sin nwt) dt

T T
/cosnwtdt:/sin nwtdt =0
0 0

paran=12 ...

mas,
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L_Séries de Fourier

Calculo de Coeficientes

Da ortogonalidade das fun¢8es trigonométricas:

w [ 2 (7
== t)dt = — t)dt
% 7T/o x(t) T/ox()
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L_Séries de Fourier

Calculo de Coeficientes

Da ortogonalidade das fun¢8es trigonométricas:

w [w 2 (7
ap = — x(t)cosnwtdt = — [ x(t)cosnwtdt
0 7 Jo
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L_Séries de Fourier

Calculo de Coeficientes

Da ortogonalidade das fun¢8es trigonométricas:

w [« 2 (7
= t)dt = t)dt
SREFAECLEET R0

™

w [ 2 (7
ap = — x(t) cos nwtdt = x(t) cos nwt dt
0 0

N

-
w [5 ) 2 (7 :

b, = x(t)sin nwtdt = x(t)sin nwtdt
T Jo T Jo
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L_Séries de Fourier

Fendmeno de Gibbs

)

Error

T
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L Dominios do tempo e frequéncia

Espectro de Frequéncias

As funcdes harménicas
ap cos nwt e b, sin, wt

sdo harmoénicas de ordem n de x(t).
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L Dominios do tempo e frequéncia

Espectro de Frequéncias

As funcdes harménicas
ap cos nwt e b, sin, wt

sdo harmoénicas de ordem n de x(t).
Estas harmdnicas tem periodo 7.
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L Dominios do tempo e frequéncia

Espectro de Frequéncias

As funcdes harménicas

an cos nwt e b, sin, wt

sdo harmoénicas de ordem n de x(t).
Estas harmdnicas tem periodo 7.

Plotando as amplitudes destas funcdes em funcio da frequéncia,
temos o espectro de frequéncias.

| II m

o 2w 3w 4o S0 6w 7<u ?s«u ‘Ju} Frequency (nw)

b,

0 ll ||I

N )
I ® 23w 4o hlm 6w 7w 8w 9w Frequency (nw)
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L Dominios do tempo e frequéncia

Representacdo nos Dominios do Tempo e Frequéncia

x(1) x(w)

A sin (ot + ¢) Apb——ee
N A AN |

Hnviavaaviava :

(a) (b)

a, (coefficients of cosine terms in Eq. (1.70))

ay

a
a,
x(1) - 1y
az luJ

0 =0 0,=200,=30 0= 4o

A

b, (coefficients of sine terms in Eq. (1.70))

0 t

b,
l |/,.
by b,
. 1
© . |

0 =0 0,=200,=30 0= 4o

(d)
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